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Предисловие 
 

 Данная книга является логическим продолжением теоретического анализа, который 

был в свое время представлен в первой монографии по исследованию эффекта 

гравитационной фокусировки электромагнитного излучения (П.В. Блиох, А.А. Минаков. 

Гравитационные линзы. Киев: Наукова думка, 1989). В книге приведено 90 ссылок, из 

которых всего 24 непосредственно связаны с раcсматриваемым эффектом 

микролинзирования. Авторы не задавались целью перечисления всех имеющихся 

публикаций по данной тематике, а старались представить только основополагающие, 

которые в свое время дали толчок для последующего анализа различных аспектов, эффекта 

микролинзирования. 

 Побудительным мотивом к исследованию статистики эффекта микролинзирования 

(ЭМЛ) явились несколько работ, появившихся еще в середине 80-х годов ХХ столетия. В 

качестве одного из основополагающих выводов работ, посвященных анализу ЭМЛ, был 

довольно неожиданный результат, связанный с тем, что бесконечный статистически 

однородный слой вещества влияет на проходящее сквозь него электромагнитное излучение в 

среднем как идеальная линза. Отсюда следовало, что прошедшая через слой вещества 

плоская волна должна сфокусироваться на некотором удалении от слоя. Другими словами, 

позади массивного слоя должна существовать бесконечно протяженная ”фокальная” 

плоскость, в каждой точке которой регистрируется бесконечно большая интенсивность. В 

дальнейшем на протяжении многих лет данное утверждение часто использовалось многими 

исследователями. С одной стороны, свойством идеальной линзы действительно обладает 

однородный диск, модельное рассмотрение которого часто используется для облегчения 

анализа ЭМЛ, но с другой стороны, его нельзя распространять на весь бесконечный слой. 

Самое неприятное в этой ситуации было то, что во многих работах по анализу статистики 

ЭМЛ в качестве ”фона” выступало модельное приближение однородного диска без указания 

области его применимости. В результате при некоторых критических значениях параметров 

усредненного распределения массы в скоплении автоматически осуществлялся переход к 

бесконечному слою, что приводило к некорректным результатам и выводам. Из общих 

физических соображений было понятно, что результат, впервые озвученный в середине 80-х 

годов, противоречит закону сохранения энергии, и его появление есть следствие 

неправильно выполненного предельного перехода от диска конечных размеров к 

бесконечному слою.  

Одной из главных целей данной монографии было исследование эффекта 

микролинзирования в самом общем случае, в том числе и при критических значениях 
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параметров распределения массы. Интерес к исследованиям ЭМЛ в последние годы сильно 

возрос, что прежде всего связано с решением актуальной астрофизической задачи поиска 

скрытой массы во Вселенной. Авторы надеются, что в данной книге закрыты многие белые 

пятна теории ЭМЛ, к сожалению, еще существующие в настоящее время, а полученные 

результаты окажутся полезными для астрономов и астрофизиков. 

Один из авторов монографии А.А.Минаков – теоретик астрофизик. Он представляет 

харьковскую радиофизическую школу, которая возникла еще в 50-е годы ХХ столетия в 

недрах Института радиофизики и электроники АН УССР, а затем получила продолжение в 

Радиоастрономическом институте НАН Украины. Долгие годы круг его интересов был 

связан с исследованиями распространения электромагнитных волн в случайно-

неоднородных средах в ближнем и дальнем космосе. Достаточно большой опыт решения 

различных задач позволил при написании монографии воспользоваться хорошо 

разработанными радиофизическими методами статистического и корреляционного анализа. 

Особенно полезными радиофизические наработки оказались при нахождении 

статистических характеристик гравитационных линз со случайными неоднородностями 

среды.  

Связь между, казалась бы, разными задачами электродинамики сплошных сред и 

эффектом гравитационной фокусировки волн базируется на известной аналогии, которая 

состоит в следующем. В конце 50-х и начале 60-х годов Г.В. Скроцким и Дж. Плебанским 

было показано, что распространение электромагнитных волн в полях тяготения чисто 

формально можно записать в виде классических уравнений электродинамики для сплошной 

среды, параметры которой полностью определяются задаваемой метрикой пространства-

времени. Использование данного формализма позволяет, с одной стороны, при исследовании 

различных аспектов эффекта гравитационной линзы воспользоваться мощным 

радиофизическим аппаратом, а с другой - ввести некоторую наглядность задачи. 

Дальнейшие исследования показали, что кроме выявленной в свое время 

радиофизической аналогии имеется и еще одна – квантовомеханическая. Так, анализ эффекта 

фокусировки излучения в полях тяготения микролинз-звезд, случайно расположенных в 

скоплении, может быть проведен на основе хорошо известной задачи многократного 

рассеяния электронов на положительных ядрах атомов. Многие вопросы, вызывающие 

значительные трудности при анализе эффекта микролинзирования, были успешно решены в 

квантовой механике еще в 40-е годы прошлого столетия. Оказалось, что формулы, 

описывающие эффект микролинзирования в теории гравитации, в точности соответствуют 

квантовомеханическим. 
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Второй из авторов книги - В.Г. Вакулик по специальности астроном, является 

представителем известной астрономической школы, основанной в свое время Н.П. 

Барабашовым в Астрономической обсерватории Харьковского государственного 

университета. Многие годы своей научной деятельности автор посвятил проблеме 

достижения высокого углового разрешения при наблюдениях различных астрономических 

объектов, а в последнее десятилетие - наблюдениям и всестороннему анализу эффекта 

гравитационной фокусировки. В свое время им были разработаны уникальные программы по 

обработке данных наблюдений и численному моделированию эффекта гравитационной 

линзы. Особенно полезными при написании данной монографии оказались его наработки по 

моделированию эффекта микролинзирования и визуализации результатов счета. 

Проводимый численный анализ оказался полезным не только при проверке правильности 

теоретических рассуждений и полученных результатов, но и при постановке новых задач 

исследования. 

Мы хотим выразить благодарность нашим коллегам, в первую очередь, Л.Н. 

Литвиненко, В.М. Шульге за внимание к работе и её всестороннюю поддержку в течение 

многих лет. Выражаем также большую признательность В.С. Цветковой, П.В. Литвинову, 

В.Т. Тишковцу и А.Е. Кочетову за помощь, оказанную при проведении численного анализа и 

оформлении работы. 

 В начальный период работа осуществлялась при финансовой поддержке Научно- 

технологического центра в Украине (грант STCU U-127, 2005-2006 гг.), а в дальнейшем была 

продолжена в рамках целевой госбюджетной программы Национальной академии наук 

Украины “Исследования структуры и состава Вселенной, скрытая масса и темная энергия 

(шифр “Космомикрофизика”) ”. 
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Введение 

 В 1979 г. была обнаружена первая гравитационная линза (ГЛ) Q 0957+561 [1]. Это 

событие сыграло чрезвычайно важную роль в астрофизике и особенно в космологии, так как 

впервые появилась реальная возможность осуществить тестирование существующих 

космологических теорий. На возможность решения обратной задачи еще в середине 60-х 

годов прошлого столетия обратил внимание Рефсдал. Им было показано, что используя 

данные наблюдений и измеряя временную задержку сигналов, приходящих в точку 

наблюдения от различных изображений источника, можно определить постоянную Хаббла и 

массу гравитирующего объекта [2,3]. Практическая реализация данной идеи, однако, 

натолкнулась на ряд существенных трудностей. Они были связаны с тем, что ограниченные 

возможности наблюдений не позволяют сформулировать обратную задачу в строгой 

постановке. Действительно, в космологических масштабах мы имеем дело всего лишь с 

данными, относящимися к “одной пространственной точке”, “единственному направлению” 

принимаемого излучения и “одному моменту времени”. По существу, пока имеется 

единственная возможность, задаваясь теми ли иными моделями ГЛ и источников, вычислять 

параметры моделей на основе решения прямых задач. Успех в этом случае зависит во 

многом от интуиции и опыта автора.  

Космологическую задачу дистанционного определения параметров Вселенной и 

распределения в ней вещества с использованием гравитационно-линзовых систем (ГЛС) 

можно условно разбить на две составляющие. Первая серьезная проблема, связана с 

необходимостью “задания” распределения вещества внутри гравитирующих объектов (звезд, 

галактик или их скоплений). Для этого, как правило, используют данные фотометрии ГЛС. 

Однако оказалось, что этого явно недостаточно, так как, согласно современным 

представлениям, подавляющая часть массы во Вселенной  23 24%   сосредоточена в 

скрытой ненаблюдаемой форме (темной материи). Кроме того, исследования [4] показали, 

что существует неоднозначность определения параметров ГЛС, связанная с наличием 

определенного класса преобразований, оставляющих все данные наблюдений без изменений.  

Вторая часть проблемы связана с измерением времени задержки сигналов t , 

приходящих в точку наблюдения от различных изображений источника. Для убедительной 

регистрации t  необходимо, прежде всего, чтобы характерные времена собственных 

изменений блеска источников qT  были меньше или, по крайней мере, сравнимы с 

предполагаемыми величинами задержки сигналов  qt T  . К настоящему времени, к 

сожалению, еще нет серьезной статистики по собственной переменности основных 
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источников излучения в ГЛС – квазаров. У некоторых из наблюдаемых ГЛС условие qt T   

выполняется и, тем не менее, при определении t  возникает еще одна существенная 

трудность, связанная с тем, что кривые блеска сильно зашумлены. Случайные вариации 

связаны, прежде всего, со сложной пространственной структурой распределения массы и ее 

движением внутри гравитирующего объекта. Первыми, кто еще в 1979 г. обратил внимание 

на то, что даже отдельная звезда внутри линзирующей галактики может приводить к 

сильным флуктуациям блеска наблюдаемого источника, были К. Чанг и С. Рефсдал [5]. Со 

временем влияние компактных образований, всегда присутствующих внутри галактик-линз, 

получило название эффекта микролинзирования (ЭМЛ). После 1979 г. за три десятка лет 

появилась масса работ, в которых авторы исследовали различные аспекты статистики ЭМЛ и 

практического приложения этого эффекта. Среди основополагающих можно, например, 

указать на такие работы, как [6-15]. Расширенный перечень публикаций, посвященных ЭМЛ, 

можно найти, например, в монографиях [16-18].  

Повышенный интерес к ЭМЛ связан, прежде всего, с интерпретацией наблюдаемых 

вариаций кривых блеска в обнаруженных ГЛС и с появившейся возможностью 

восстановления параметров гравитирующих объектов и источников излучения с высоким 

разрешением. По своей физической сути ЭМЛ является не чем иным, как хорошо известным 

эффектом мерцания источников на случайных неоднородностях среды. Известно, что 

тщательное исследование эффекта мерцаний в оптике и радиодиапазоне позволило с 

высоким разрешением получить ценную информацию о структуре неоднородностей 

атмосферы Земли и плазменных образований околоземного и межзвездного пространства. 

При написании монографии авторам, в первую очередь, хотелось, используя богатейший 

накопленный материал по анализу эффекта мерцания, провести на основе ЭМЛ 

исследования и  распределения вещества в массивных образованиях, удаленных от земного 

наблюдателя на космологические расстояния. В качестве примера можно указать на то, что в 

литературе на протяжении уже более чем двух десятков лет широко обсуждаются 

возможности использования ЭМЛ для решения одной из актуальнейших проблем 

современной космологии - поиска скрытой массы во Вселенной. Среди реализуемых к 

настоящему времени проектов в этом направлении можно указать, например, на такие, как 

MACHO [19], OGLE [20], EROS [21] и др. 

Несмотря на достаточно большой объем исследований ЭМЛ, часть вопросов остается 

без удовлетворительных ответов и по сей день. Часто используемые “классические” 

модельные представления гравитирующих систем и сделанные на их основе выводы требуют 

уточнений и определений областей их применимости. Существенный недостаток 

многолетних исследований ЭМЛ состоит в том, что большинство авторов игнорирует 
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результаты исследований из смежных физических дисциплин, например, таких, как 

радиофизика и квантовая механика.  

Одной из главных целей монографии являлось проведение критического 

анализа многолетних теоретических исследований ЭМЛ, сравнение полученных 

результатов с аналогичными наработками в радиофизике и квантовой механике, а 

также построение алгоритма корректных оценок статистических характеристик 

гравитационных линз.  

 В первом разделе монографии представлены основные уравнения и приемы 

статистического анализа задач распространения электромагнитных волн в радиофизике и 

теории гравитационного линзирования. Показано, что анализ ЭМЛ может быть в достаточно 

простой форме проведен на основе известной аналогии между задачами распространения 

волн в полях тяготения и электродинамики “сплошных сред”. Данная аналогия позволяет, 

во-первых, основные статистические характеристики принимаемого излучения находить в 

рамках хорошо разработанного в радиофизике метода фазового экрана, а во-вторых, 

воспользоваться при анализе ЭМЛ “классическими” приемами и выводами теории 

корреляционного анализа. Данное обстоятельство позволяет избежать некорректных в 

теории ЭМЛ заключений, а также определить область применимости тех или иных 

полученных результатов.  

 Во втором разделе кратко перечислены используемые в теории гравитационных линз 

определения и представлены основные уравнения теоретического анализа. Введены понятия 

коэффициента усиления, критических кривых, а также исследовано влияние на наблюдаемые 

характеристики линз протяженности источника излучения. Кроме рассмотрения 

фокусировки излучения протяженного источника, в разделе дополнительно исследовано и  

влияние рассеяния излучения на случайных неоднородностях среды, всегда присутствующих 

вдоль трассы распространения излучения. В качестве неоднородностей, кроме полей 

тяготения микролинз, можно указать еще и на такие, как турбулентные неоднородности газа 

в толще атмосферы Земли, а также неоднородности околосолнечной, межзвездной и 

межгалактической плазмы. С учетом того, что в качестве ГЛС, как правило, выступают 

достаточно удаленные объекты Вселенной, основные уравнения переписаны и для случая 

космологических расстояний. Для полного понимания физики эффекта гравитационной 

фокусировки возникла также необходимость детального анализа эффекта, связанного с тем, 

что поле тяготения массивного объекта влияет на проходящее сквозь него излучение 

аналогично пространственно-временному фильтру. Данный эффект связан с тем, что, кроме 

перераспределения яркости в видимых изображениях, гравитационная линза деформирует 

еще и форму кривой собственного изменения блеска источника-квазара. Данные изменения 
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необходимо учитывать в корреляционном анализе, проводимом при определении времени 

задержки сигналов, приходящих от различных изображений источника. В заключение 

раздела авторы обращают еще раз внимание читателя на один из актуальных вопросов 

теории ГЛ, а именно на закон сохранения энергии. Необходимость его дополнительного 

рассмотрения в работе была вызвана исключительно тем, что наблюдаемое в литературе 

игнорирование этого закона приводило иногда к некорректным выводам и утверждениям, в 

том числе и в теории ЭМЛ.  

В третьем разделе рассмотрены основные положения статистического анализа 

эффекта микролинзирования. После описания основных уравнений и упрощающих 

статистический анализ предположений, в начале раздела кратко представлена история 

вопроса нахождения функции распределения углов гравитационного отклонения лучей и 

статистических характеристик наблюдаемых величин. Затем, на основе имеющейся аналогии 

с задачей рассеяния заряженных частиц атомными ядрами, показаны основные правила и 

приемы анализа эффекта многократного рассеяния в квантовой механике. Особо отмечено, 

что результаты, полученные более 60-ти лет назад в квантовой механике, могут быть 

напрямую использованы и в теории ЭМЛ. В дополнение к уже известным, в разделе 

представлены также и некоторые новые результаты и выводы. В заключительной части 

раздела проведен критический анализ и обсуждение полученных в теории ЭМЛ результатов. 

В четвертом разделе исследуется эффект микролинзирования при критических 

значениях поверхностной плотности массы. Проанализированы характерные структуры 

критических кривых и каустик гравитационных линз, а также изофот, наблюдаемых 

макроизображений источников с конечными угловыми размерами. Введено в рассмотрение 

такое полезное понятие, как эффективная апертура линзы, с помощью которого, в 

достаточно простой форме производятся оценки исследуемых характеристик линзы, в том 

числе и при проецировании источника вблизи её фокальных образований. В конце раздела, 

на основе полученных результатов, приведен алгоритм получения оценок необходимого к 

учету количества микролинз. 

 В заключительном пятом разделе в качестве иллюстрации проведенного 

теоретического анализа и подтверждения сделанных выводов представлены результаты 

численного моделирования. Для конкретизации моделирование проводилось на примере 

шарового скопления, состоящего из звезд-микролинз примерно одинаковой массы и центры 

которых распределены в рамках модельного представления Кинга. Показано, что для 

описания эффекта фокусировки излучения гауссова источника нам достаточно было задать 

всего лишь пять параметров, из которых два (количество микролинз и отношение внешнего 

радиуса скопления к “внутреннему”) описывают модель ГЛ, два (угловой размер и смещение 
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от оси линзы) – источник излучения, и последний – относительное удаление  источника и 

наблюдателя от ГЛ. Незначительное число свободных параметров значительно облегчило 

численный анализ различных характеристик линзы. При докритическом значении 

оптической толщины линзы приведена реализация алгоритма нахождения необходимого к 

учету количества микролинз при различных положениях макроизображения и угловых 

размерах источника излучения. В области докритического, критического и закритического 

значений оптической толщины линзы представлены результаты моделирования 

каустических картин и видимых изображений источника, а также статистического анализа 

таких характеристик линзы, как средние коэффициенты усиления блеска, стандартные 

отклонения коэффициента усиления и индекса мерцания для различных положений 

источника излучения. 

  В конце книги, в Заключении подведен итог проведенного исследования и сделаны 

соответствующие выводы. 
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1. Основные уравнения статистического анализа 

 

1.1. Метод фазового экрана в задачах статистической радиофизики 

 В постановочной части задача анализа ЭМЛ ничем не отличается от классической 

радиофизической задачи рассеяния электромагнитных волн на стохастическом фазовом 

экране. Первые работы по изучению рассеяния излучения в среде со случайными 

неоднородностями показателя преломления появились в 50-х годах ХХ-го столетия (смотри, 

например, [22-24]. В малоугловом приближении, с учетом многократного рассеяния волн, 

Файером [22] были найдены энергетический спектр и функция корреляции поля плоской 

волны после прохождения через среду с неоднородностями. Аналогичные решения были 

получены Бремлеем в приближении геометрической оптики [23]. Писаревой [24] в рамках 

стохастического фазового экрана были исследованы флуктуации интенсивности 

электромагнитного поля сферической волны. В начале 70-х годов Шишовыми [25] была 

рассмотрена дифракция волн на сильно преломляющем случайном фазовом экране. Ответы 

на многие вопросы статистического анализа волн в приближении стохастического фазового 

экрана можно найти в монографиях [26,27].  

 Решение радиофизических задач, связанных с распространением волн в случайно-

неоднородных средах, часто удается свести к анализу прохождения исходной волны  0 ,U R t


 

через неоднородный слой конечной толщины (рис.1.1).  

 

 0U r


   0f r U r
 

r


pR


 r 

 pI R


p
r

R





0

pZ

Z

r


pr
P
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Рис. 1.1 

Прохождение исходной волны 0U  через слой со случайными неоднородностями среды 

 



 13

Наличие неоднородностей среды приводит к тому, что на выходе из слоя волна  tRU ,0


 

претерпевает изменения. При дальнейшем распространении в однородной среде или вакууме 

возникает интерференция волн, приходящих в точку наблюдения P  с различных 

направлений. Для упрощения задачи часто пренебрегают зависимостью показателя 

преломления среды n  внутри слоя от времени t , т.е. считают, что    ,n R t n R
 

, где  , ,R x y z


 

- пространственные координаты текущей точки пространства. Данное предположение 

позволяет существенно упростить вычисления. Так, если первичное, падающее на слой поле 

имело вид монохроматического колебания     tieRUtRU 


00 , , где   - частота, то такая же 

зависимость сохранится и в рассеянном поле  ,U R t


. Поэтому искомое поле в точке 

наблюдения  ,U R t


 можно искать в виде    , i tU R t U R e 
 

. Зависимость от времени ~ i te  , как 

правило, опускают и рассматривают только пространственную зависимость  U R


. Нижнюю 

границу слоя с неоднородностями можно приближенно считать плоской, и с этой 

плоскостью совмещается плоскость 0z   ортогональной системы координат XYZ  (см. рис 

1.1). Будем представлять трехмерный вектор R


 в виде суммы двух ортогональных 

составляющих  ,R z r
  , где двумерный вектор  ,r x y

  отсчитывается в плоскости 0z  . 

Если реальная граница слоя не является плоской, то, введя соответствующий 

дополнительный набег фазы волны, её всегда можно привести к плоскости 0z  . В 

коротковолновом диапазоне волну удобно характеризовать амплитудой  A R


 и фазой  S R


: 

     i S R
U R A R e

 
.          (1.1) 

Если бы слоя с неоднородностями не было, то поле исходной волны  0U R


 в 

плоскости 0z   имело бы вид  

     0
0 0

i S rU r A r e
  .          (1.2) 

Слой с неоднородностями пространственно модулирует падающую волну (1.2), в результате 

чего амплитуда  0A R


 и фаза  0S R


 исходной волны на выходе из слоя претерпевают 

искажения. Деформированную волну можно представить в виде 

     rUrfrU 
0 ,          (1.3) 

где  f r 
  некоторая комплексная функция, которую называют функцией пропускания. Её 

всегда можно представить в виде 

     1i S rf r r e 
  .          (1.4) 
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Здесь  r
  - множитель, учитывающий изменения амплитуды падающего поля, а  1S r

 - 

дополнительный набег фазы в слое. Плоскость 0z  , на которой задано распределение  U r
 , 

называется амплитудно-фазовым экраном. Задача нахождения  r
  и  1S r

  может быть 

решена в рамках известных приближенных методов, например, методов геометрической 

оптики или плавных возмущений (см. [26,27]). Если амплитудными изменениями можно 

пренебречь (   1r 
 ), то плоскость 0z   называется чисто фазовым экраном.  

 По известному распределению поля на экране (1.3) с помощью принципа Гюйгенса-

Френеля можно определить дифракционное значение поля в точке наблюдения P , 

характеризуемой радиус вектором  ,p p pR z Z r r  
    [26,27]: 

       0 cos
2

pik r R

p p

p

k e
U R f r U r r dr

i r R





 
 



    
 .       (1.5) 

Здесь интегрирование ведется по всей поверхности фазового экрана  , 2k    ,   -длина 

электромагнитной волны, а 

 cos p

p

z
r

r R
 




 ,          (1.6) 

 r
  - угол между лучом, проведенным из точки наблюдения  pP R R

 
 в текущую точку 

интегрирования r
 , и перпендикуляром, опущенным из P  на плоскость 0z   (см. рис. 1.1). 

Часто в рассматриваемых задачах перенос энергии от источника к наблюдателю 

происходит в пределах небольших телесных углов. В этом случае решение можно находить в 

малоугловом приближении или, как часто говорят, параксиальной оптики. В качестве 

примера можно указать на случай, когда излучение далекого источника почти ортогонально 

падает на слой с неоднородностями показателя преломления (падение на атмосферу или 

ионосферу почти плоской волны), а внутри слоя наблюдаются небольшие углы рефракции 

(оптический диапазон для атмосферы или высокие частоты в радиодиапазоне для 

ионосферы). В этом случае ось Z  выбирают так, чтобы она проходила через источник 

излучения S  и была ортогональна слою. С учетом малости углов рефракции, основной вклад 

по полю в точке наблюдения  ,p pP Z r
 , где 1p pr Z  , будут давать области экрана, 

расположенные в окрестности точки pr r
  . Данное обстоятельство позволяет произвести 

некоторые упрощения в исходном выражении (1.5). Так, полагая   1cos r 
  и 

 2
2p p p pr R Z r r Z   

   , получаем 

     
 

 
2

0 0,
2 2

p pi k Z
p p p

p p

r rk
U Z r e f r A r exp i k S r dr

i Z Z

           


 
     .    (1.7) 
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К интегральному представлению (1.7) сводится решение многих задач физики, радиофизики, 

астрономии и радиоастрономии. С его помощью можно проводить геометрооптический, 

волновой и статистический анализ распространения волн как в регулярных, так и в случайно-

неоднородных средах. Так как в теории гравлинзирования практически всегда реализуется 

малоугловое приближение (за ислючением черных дыр и космологических струн, которые не 

составляют предмета исследования данной работы), мы в дальнейшем будем акцентировать 

внимание на приближенном представлении (1.7). 

1.2. Основы корреляционной теории случайных полей 

Корреляционная теория случайных полей в радиофизике, как правило, ограничивается 

рассмотрением лишь нескольких первых статистических моментов [26,27]. В данном разделе 

кратко перечислим основополагающие формулы и следующие из них выводы, которые 

оказываются полезными в теории статистического анализа гравитационных линз. 

Среди наиболее распространенных и чаще всего используемых моментов можно 

указать на такие, как момент первого порядка - среднее поле 1 pU    и момент второго 

порядка - поперечная функция когерентности (или просто функция взаимной когерентности 

(ФВК)) 2 , которая определяется в разнесенных точках в плоскости наблюдения:  

     2 1, 2 1 2p pU U    .         (1.8) 

Здесь через    1, 2pU j j  обозначены поля в разнесенных в плоскости pz Z  точках 

 ,j p p jR Z r
  , pU   - комплексное сопряжение. С помощью моментов 1  и 2  можно еще 

построить поперечную функцию корреляции поля: 

               2 1 11,2 1 1 2 2 1, 2 1 2u p p p pU U U U                   ,   (1.9) 

Согласно (1.8) и (1.9) в совпадающих точках 1 2p p pr r r 
    функция когерентности 2  

определяет среднюю интенсивность:  

       2, , , 1 2p p p p p p p p pI Z r U Z r U Z r    
   ,       (1.10) 

а корреляционная функция u  - дисперсию флуктуаций поля: 

           2 222
2 1, 1 2 1 2 1 2 , ,u p p u p p p p p pZ r U Z r U Z r              

   .  (1.11) 

 В качестве еще одного момента второго порядка, полезного при анализе эффекта 

микролинзирования, приведем формулу для распределения приходящей в точку  ,p pZ r
  

интенсивности  , ,p p pJ Z r 
  по углам наблюдения  . В радиофизике величина pJ  называется 

лучевой интенсивностью, а в астрономии и радиоастрономии – яркостью или 

радиояркостью. Введя суммарные  1 2 2p p pr r r 
    и разностные 1 2p p pr r  

    координаты в 

плоскости наблюдения, перепишем (1.8) в новых переменных: 
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     2 , , , 2 , 2p p p p p p p p pZ r U Z r U Z r     
     .      (1.12) 

После этого с помощью Фурье – преобразования в малоугловом приближении определяется 

распределение приходящего в точку ( , )p pZ r
  излучения  , ,p p pJ Z r 

  [26,27]: 

   




 p
ki

pppppp derZ
k

rZJ p 


   

,,
4

,, 22

2

.       (1.13) 

Из формулы (1.13) видна простая связь между наблюдаемым распределением яркости 

 , ,p p pJ Z r 
  и интегральной по углам интенсивностью  ,p p pI Z r 

  (в астрономии – блеском) 

источника: 

   , , ,p p p p p pJ Z r d I Z r




   
   .        (1.14) 

C помощью интегрального представления (1.7) можно конкретизировать связь между 

приведенными статистическими моментами поля в плоскости наблюдения и характерными 

параметрами экрана. Так, для среднего поля и ФВК в плоскости наблюдения  pz Z  

получаем следующие интегральные представления: 

     
 

 
2

1 0 0,
2

p pi k Z
p p p

p p

r rk
U Z r e f r A r exp i k S r dr

i Z Z

               


 
     ,   (1.15) 

       

   
   

2

2 1 2 2 1 2 0 1 0 22 2

2 2

1 1 2 2

0 1 0 2

1, 2 ,
4

,
2 2

f
p

p p

p p

k
dr dr r r A r A r

Z

r r r r
exp ik i S r S r

Z Z

 

   


               

 
     

   
 

      (1.16) 

где      2 1 2 1 2,f r r f r f r  
     - момент второго порядка функции пропускания экрана. 

Стандартная в радиофизике процедура исследования (1.16) заключается во введении в 

плоскостях наблюдения и фазового экрана суммарных и разностных координат: 

 1 2 2p p pr r r 
   , 1 2p p pr r  

   ,  1 2 2r r r 
   , 1 2r r  

   , в которых (1.16) принимает вид 

       

   
   

2

2 2 0 02 2

0 0

, , , 2 2
4

2 2 .

r

p p p f
p

p p

p

k
Z r dr d r A r A r

Z

r r
exp ik i S r S r

Z

 

       


           
  

 


        

  
  

     (1.17) 

Здесь через r   и   обозначены области интегрирования в переменных r
  и 

  

соответственно. Для случайно-неоднородного экрана коррелятор 

     2 , 2 2f r f r f r       
      в общем случае характеризуется двумя пространственными 

масштабами по переменным r
  и  . “Внешний” масштаб, который можно определить как 
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1

2

2

1 f
f

f

L
r





 

 , связан с крупномасштабными неоднородностями среды внутри слоя 

(например, среднее поле тяготение галактики, регулярные корона Солнца или ионосфера и 

магнитосфера Земли и т.д.). “Внутренний” масштаб 
1

2

2

1 f
f

f

l





 

 , как правило, намного 

меньше внешнего  f fl L  и определяет радиус когерентности функции пропускания. 

Величину fl  часто называют характерным размером случайных неоднородностей среды. Для 

больших разносов, когда fl  , корреляция полей практически отсутствует и 2 0f  . Если в 

пределах области интегрирования фазового экрана с характерными размерами L    

наблюдается большое количество “мелкомасштабных” неоднородностей  fL l  , то 

пределы интегрирования по переменной   в (1.17) можно распространить от   до  . При 

этом область интегрирования по суммарной координате r
  практически не отличается от 

исходной  r   . В результате получаем 

       

  
   

2

2 2 0 02 2

0 0

, , , 2 2
4

2 2 .

p p p f
p

p p

p

k
Z r dr d r A r A r

Z

r r
exp i k i S r S r

Z



 

       


          
  

 
        

  
  

     (1.18) 

Если в (1.18) положить 0p 
 , то мы получаем выражение для средней интенсивности 

 ,p p pI Z r 
  в точке наблюдения: 

       

 
   

2

2 0 02 2

0 0

, , 2 2
4

2 2 .

p p p f
p

p

p

k
I Z r dr d r A r A r

Z

r r
exp i k i S r S r

Z



 

       


          
  

 
       

 
  

     (1.19) 

 Приведем еще несколько полезных при анализе вторых моментов формул. Вначале 

рассмотрим общее правило переноса функции взаимной когерентности 2  с экрана на экран. 

На рис. 1.2 показаны два экрана, совпадающие с плоскостями 1z Z  и  2 2 1z Z Z Z  , между 

которыми находится однородная среда или вакуум. Пусть в плоскости 1z Z  задано 

распределение случайно-неоднородного поля  1 1 1,U Z r
 . Тогда, согласно принципу Гюйгенса-

Френеля, поле в произвольной точке второй плоскости в малоугловом приближении 

определяется так: 

   
     

 
2 1

2

1 2

2 2 2 1 1 1 1
2 1 2 1

, , exp
2 2

ik Z Z
r rk

U Z r e U Z r ik dr
i Z Z Z Z






        


 
   .   (1.20) 
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1Z 2Z Z

1r


2r


 1 1 1,U Z r
  2 2 2,U Z r



1 2R 

 
 

Рис.1.2 
 

Перенос функции взаимной когерентности с экрана на экран 
 
Заметим, что выражение (1.20) допускает рассмотрение предельного перехода 2 1Z Z  при 

условии, что при этом удовлетворяется условие малых углов распространения: 

 2 1 2 1 1r r Z Z  
  . Согласно (1.8) построим теперь ФВК во второй плоскости: 

     
 

     
 

 
 

2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 122
2 1

2
2

1 2
1 2

1 1 1 1 1 1
2 1 2 1

, , , ,
4

, , exp .
2 2

k
Z r r U Z r U Z r dr dr

Z Z

r r r r
U Z r U Z r ik

Z Z Z Z








        
 

                  
   

 
     

   
 

    (1.21) 

В суммарных  1,2 1,2 1,2

1

2
r r r  
    и разностных 1,2 1,2 1,2r r   

    координатах (1.21) принимает вид 

 
 

    2
1 2 1 2

2 2 2 2 1 1 2 1 1 122
2 12 1

, , , , exp
4

r rk
Z r dr d Z r ik

Z ZZ Z





           
    

 
  

     .   (1.22) 

 Аналогичным образом можно выразить и распределение яркости  2 2, ,J Z r 
 , 

наблюдаемое в произвольной точке второй плоскости, через заданное в первой плоскости 

значение функции взаимной когерентности  2 1 1 1, ,Z r 
 . Учитывая, что разностная 

переменная 2
  входит только в показатель степени экспоненты (1.22), согласно определению 

(1.13) получаем  

   

 

2

1

2

2 2 2 2 2 2 2 22

2

1 2 1 1 2 2 1 12

, , , ,
4

; ; .
4

ik

ik

k
J Z r d Z r e

k
d Z r r Z Z e











     


         





 

 

   

   
       (1.23) 

Из высших моментов в статистическом анализе наибольший интерес представляют 

такие моменты четвертого порядка, как корреляционная функция флуктуаций интенсивности 
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 1, 2I , дисперсия флуктуаций интенсивности  2 ,I p pZ r
  и индекс мерцания  2 ,m p pZ r

 , 

которые определяются так: 

         1, 2 1 1 2 2I p p p pI I I I                ,      (1.24) 

       
2

2 , , , 1 2I p p p p p p p p IZ r I Z r I Z r           
   ,     (1.25) 

     
 

2 22
2

2 2

, ,
,

,

p p p p p pI
m p p

p p p p

I Z r I Z r
Z r

I I Z r

    
  

   

 


 .      (1.26) 

Перечисленные статистические характеристики могут быть построены с помощью момента 

четвертого порядка самого общего вида 

         4 1, 2,3, 4 1 2 3 4p p p pU U U U            (1.27) 

и рассмотренной выше функции 2 . Моменты (1.24-26) так же, как и моменты второго 

порядка, можно связать с параметрами фазового экрана, записав их на основе (1.7) в виде 

соответствующих интегральных представлений (см., например, [25-31]). К сожалению, 

анализ моментов четвертого порядка в общем случае, особенно в области насыщенных 

флуктуаций интенсивности, наталкиваются на значительные математические трудности. 

Поэтому в свое время потребовалась разработка новых методов исследования и большая 

часть анализа проводилась численными методами (см., например, [27-31,]).  

В качестве важного для теории ГЛ примера приведем хорошо известные результаты 

статистического анализа простейшего случая нормального падения на бесконечно 

протяженный статистически однородный слой плоской волны 0 0
i k zU A e . Предположение о 

статистической однородности бесконечного рассеивающего экрана предполагает, что 

функция пропускания обладает следующими свойствами: 

  22, ff r Const f f Const         
 ,       (1.28) 

а корреляционная функция есть функция разностного аргумента: 

       ,f fr r f r f r r r         
     .       (1.29) 

На основе вышеприведенных формул и указанных свойств экрана, для нормально падающей 

на экран плоской волны  0 0,A Const S Const   можно получить ряд важных результатов. Во-

первых, среднее поле за бесконечным статистически однородным экраном (1.15) 

представляет собой “ослабленную” плоскую волну: 

  0, pi k z
p p pU Z r f A e    

 .         (1.30) 

Во-вторых, поперечная функция корреляции поля за экраном u  (1.9) не зависит от 

расстояния до экрана pZ . Из этого вывода, впервые отмеченного в работе [28], 

автоматически следуют законы сохранения дисперсии 2
u , поперечной функции 
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когерентности 2  и, следовательно, средней интенсивности I   (см., например, [27]). 

Следует подчеркнуть, что закон сохранения u , 2
u , 2  и I   имеет место только при 

рассмотрении нормального падения плоской волны на безграничный статистически 

однородный экран и не зависит от конкретного вида корреляционной функции  f r r  
  . 

Моменты более высокого порядка таким свойством не обладают. Указанные 

особенности вторых моментов есть не что иное, как проявление закона сохранения 

энергии для средних величин. 

Для чисто фазового экрана   1r 
  и функция пропускания экрана (1.4) имеет вид 

    1expf r iS r
  . С учетом этого, корреляционная функция интенсивности 

     41 2 1, 2, 2,1p pI I     согласно (1.7) во френелевском приближении представляется в 

следующем интегральном виде [27]: 

   

   

4

4
4 0 1 2 3 4 4 1 2 3 4

2 2 2 2
1 2 3 4 1 4 1 2 3 2

1, 2, 2,1 , , ,
2

exp 2 2 .
2

f
p

p p
p

k
A dr dr dr dr r r r r

Z

ik
r r r r r r r r r r

Z





 
      

            
  

   
       

         
     (1.31) 

Если фазовые флуктуации  1S r
  распределены по нормальному закону, то смешанный 

момент четвертого порядка функции пропускания экрана равен 

          
            

4 1 2 3 4 1 1 1 2 1 3 1 4

2
1 3 1 4 2 3 2 4 1 2 3 4

, , , exp

exp 2 ,

f

s s s s s s s

r r r r ik S r S r S r S r

r r r r r r r r r r r r

         

                

   

              (1.32) 

где 2
s const   - дисперсия, а  s r

  - корреляционная функция флуктуаций фазы на экране, 

которая зависит только от разностных координат точек на экране:  

     1 1 1 1s i k i kr r S r S S r S               
    .       (1.33) 

Для нормально распределенных флуктуаций фазы исходная формула (1.31) может быть 

существенно упрощена, если ввести в рассмотрение новые суммарные и разностные 

координаты: 

     
     
     

     

1 2 3 4 1 1 2

1 1 3 2 4 2 1 2

2 1 4 2 3 3 1 2

1 3 2 4 4 1 2

1 1 1 1
, ,

4 4 2 4
1 1 1 1

, ,
2 2 2 4
1 1 1 1

, ,
2 2 2 4

1 1 1
; .

2 2 4

r r r r r r r r r

r r r r r r r r r

r r r r r r r r r

r r r r r r r r

 







        

          

          

          

        

        

        

        

      (1.34) 

В новых переменных исходное выражение (1.31) принимает вид 
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 

       

4

4
4 0 1 2

1 2 1 2 1 2 1 1 2

1, 2, 2,1
2

exp , , ,
2

p

p p p p s
p

k
A dr dr dr d

Z

ik
r r r r r r r r F r r

Z








 
       

             
  

   
  


          

     (1.35) 

где  

 

   

2
1 2 1 1 2

2 1 2 1 2

1 1 1
, , 2

2 2 2

1
.

2

s s s s s

s s s

F r r r r r

r r r r r

                           
     

           
 

       

    
     (1.36) 

Интегрирование в (1.35) по переменной r
  приводит к дельта-функции  pk Z  , после чего 

получаем представление, из которого следует, что  4 1, 2,2,1  зависит только от разностной 

координаты 1 2p p pr r  
    точек в плоскости наблюдения: 

   
2

4
4 0 1 1 2 1 2 1 2, exp exp , ,0

2p p p s
p p p

k k ik
Z A dr i r dr r r F r r

Z Z Z

 

 

                                  
 

        .   (1.37) 

Функция  1 2, ,0sF r r    легко может быть выражена через структурную функцию фазы  sD r
 : 

         1 2 1 2 1 2 1 2

1 1
, ,0

2 2s s s s sF r r D r D r D r r D r r            
        ,     (1.38) 

Которая, в свою очередь, связана с корреляционной функцией  s r
  известным 

соотношением: 

           2 2
1 1, 2 2 0s i k i k s s i k s s i kD r r S r S r r r r r                   

        .   (1.39) 

Здесь и далее для упрощения записей будем опускать штрихи у переменных 1r
  и 2r

 . С 

помощью формул (1.37) и (1.26) легко определяется индекс мерцания:  

     
2

2 4
0 4 1 2 1 2 1, 2, 0 1 exp ,0 1

2m p p p p s
p p

k ik
Z A Z dr dr r r F r r

Z Z

 


 

                     
 

       .   (1.40) 

Часто выражения (1.37) и (1.40) записывают еще и в ином компактном виде. Так, введя 

замену переменных 1 pkr Z 
  , получим 

     4
4 0, expp p p sZ A d i





       
     ,        (1.41) 

   2 1m p sZ d




    
  ,         (1.42) 

где функция  s 
  определяется через интегральное преобразование Фурье 

 
 

 

2 2 22

2 2 2 2

1
exp , , ,0 ,

2

1 1
, , ,0 .

2 2

p
s s

p p p p
s s s s s

Z
dr i r F r

k

Z Z Z Z
F r D r D D r D r

k k k k





           
    

       
                   
       


    

      
   (1.43) 
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Таким образом, для статистически однородного фазового экрана анализ поведения 

корреляционной функции интенсивности  4 ,p pZ 
  и индекса мерцания  2

m pZ  в 

плоскости наблюдения фактически сводится к исследованию интегралов (1.41) и (1.42) 

при различных значениях параметров задачи и вида структурной функции фазы на 

экране  sD r
 .  

На рис. 1.3 приведены полученные в работе [29], кривые зависимости 2
m  от величины 

безразмерного волнового параметра 22 p sD Z kl  для гауссовой функции корреляции фазы 

 s r
 , характеризуемой дисперсией 2

s  и характерным размером неоднородностей 

 
1 22 20s sl d D dr    . 

D

2
m

1

2

1

0
 

Рис. 1.3 

Зависимость индекса мерцания 2
m  от волнового параметра 22 p sD Z kl  (расстояния до рассеивающего 

экрана): 1 - слабые флуктуации фазы на экране  2 1s  ; 2 - сильные флуктуации фазы на экране  2 1s  . 

 

Анализ показал, что в зоне Фраунгофера  1D   все кривые выходят на насыщение, 

равное 
222 1 S

m e    . При слабых флуктуациях фазы (кривая 1, 2 1s   ) индекс мерцания 

 2
m D  выходит на предельное значение, равное 22 s , монотонно возрастая с увеличением D  

как 

 
2

2 2
2

2
1

m s

D
D

D
  


.          (1.44) 

При сильных же флуктуациях фазы (кривая 2, 2 1s  ) индекс мерцания  2
m D  вначале 

монотонно растет с увеличением D , затем достигает максимума 2
max( ) 1m  , после чего 

начинает убывать, асимптотически приближаясь к предельному значению 
222 1 s

m e    . 

Максимум кривой  2
m D  достигается на расстоянии от экрана, равном  
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2

max
s

s

kl
Z 


.           (1.45) 

Детальные расчеты, проделанные в работах [27, 29], привели к следующей асимптотической 

оценке величины 2
max( )m  при 2 1s  : 

2 2
max

1
( ) lnm se
  


.          (1.46) 

 Аналогичное поведение индекса мерцания наблюдается и при исследовании 

дифракции волны на фазовом экране со степенным спектром неоднородностей [31]. Для 

структурной функции флуктуаций фазы вида 

   sD r C kr
            (1.47) 

свойства мерцаний так же, как и для гауссова распределения, зависят только от одного 

параметра, равного значению структурной функции фазы на размере первой зоны Френеля 

Fr pr Z k . При   1s FrD r   наблюдаются слабые мерцания, которые описываются методом 

Рытова. С ростом  s FrD r  индекс мерцания растет и при   1s FrD r   достигает максимума, 

после чего с дальнейшим ростом  s FrD r    1s FrD r   начинает убывать, асимптотически 

приближаясь к единице 1  2 1m  . 

Суммируя вышеизложенное, можно сказать следующее. Для рассмотренных выше 

задач при сильных флуктуациях фазы на экране с ростом расстояния до экрана 

наблюдается эффект насыщения флуктуаций интенсивности и индекс мерцания 

асимптотически стремится к 1. Наличие максимума, наблюдаемого в распределении 2
m  

при определенных удалениях pZ  или значениях  s FrD r , допускает простую физическую 

интерпретацию: флуктуации максимальны там, где волны за экраном фокусируются на 

отдельных неоднородностях среды.  

Приведенный выше пример был посвящен рассмотрению падения плоской волны на 

статистически однородный фазовый экран. В работе [26] полученные выше формулы были 

обобщены и на случай падения на экран сферической волны и учета конечности углового 

размера источника. Не вдаваясь в детали, отметим лишь, что учет протяженности источника 

приводит к падению значений индекса мерцаний. 

 

1.3. Приближение фазового экрана в исследованиях эффекта гравитационной линзы 

 Анализ гравитационной фокусировки обычно проводится в приближениях 

параксиальной оптики и тонкого фазового экрана   1r 
  на основе интегрального 

представления (1.7). Для определения регулярных и случайных набегов фаз на экране, 
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связанных с действием полей тяготения, удобно пользоваться известным формализмом, 

который был предложен в конце 50-х годов ХХ столетия Скроцким и Плебанским в работах 

[32,33]. Суть его состоит в следующем. Общековариантные уравнения Максвелла в 

четырехмерном криволинейном пространстве – времени с заданной метрикой 

 , 0,1, 2,3ikg i k  : 

 1
0, 0ikik li kl

i k i k

F F F
gF

x x x xg

   
    

   
      (1.48) 

 
путем введения чисто формального переобозначения    , , ,ik

ikF E B g F D H   
   

 можно 

переписать в виде обычных трехмерных уравнений Максвелла для плоского пространства – 

времени 

1
, 0, , ,

1
, 0, , .

B
rotE divD D E H

c t

D
rotH divB B H E

c t

   

   

         

        


  


  

      (1.49) 

Тензоры диэлектрической   и магнитной   проницаемостей, а также вектор    


 

 , 1,2,3    эффективной макроскопической “среды” полностью определяются задаваемой 

метрикой пространства – времени ikg : 

00

0 00

,

.

g g g

g g


 

 

     

  

         (1.50) 

Отметим, что предложенный в [32,33] формализм имеет место в произвольных 

системах координат, в том числе и для неинерциальных в плоском пространстве – 

времени. 

В наблюдаемых к настоящему времени проявлениях эффекта гравитационной 

фокусировки мы, как правило, имеем дело с изолированными, массивными и медленно 

вращающимися небесными телами, создающими слабые поля тяготения. Лучи света от 

далекого источника (например, квазара) при своем прохождении вблизи таких тел 

испытывают небольшие отклонения на углы 1� . Оценки также показывают, что основное 

отклонение лучей происходит в небольших по космологическим масштабам областях вблизи 

гравитирующих масс. При выборе системы координат, в которой определяется метрика ikg , 

необходимо иметь в виду следующее. 1. Пространство – время в пределах небольшой 

области, где происходит основное отклонение лучей света, можно приближенно считать 

локально плоским. 2. Систему координат надо выбрать так, чтобы во введенных формально 

величинах   и   в явном виде присутствовали только члены, связанные с действием поля 

тяготения и не было членов, возникающих из-за “неудачного” выбора системы координат 

(например, неинерциальные системы). 3. “Полевые” члены в метрике должны убывать до 
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нуля при удалении точки наблюдения на бесконечность. Всем перечисленным условиям 

полностью удовлетворяют гармонические координаты [32-34]. 

В гармонических координатах в приближении слабого поля ( 2 1c  , где   - 

потенциала тяготения, c - скорость света в вакууме), создаваемого медленно вращающимся 

телом ( / 1c 
 , где 

  - линейная скорость произвольного элемента объема тела), 

компоненты макроскопической “среды” (1.47) определяются так [16,32,33]: 

2 2

2 4
1 ,

c c  
          

 

 
.        (1.51) 

Здесь  - символ Кронеккера,    


- трехмерный вектор гирации, возникающий в 

результате эффекта Лензе-Тирринга (увлечение пространства-времени во вращение вместе с 

вращающимся телом). Скалярный   и векторный 


 потенциалы тяготения в (1.51) 

определяются по заданным распределениям плотности масс  R


 и ее поля скоростей  R
  

внутри объема V  гравитирующего тела из решений соответствующих уравнений Пуассона 

[34]: 

       
4

V

R
R G R R G dR

R R


       




   
  ,      (1.52) 

           
4

V

R R RG
R G R R dR

c c r R

   
       


   

    
 ,     (1.53) 

где G  - постоянная тяготения. Учитывая, что характерные масштабы изменения величин   

и 


 намного превосходят длину электромагнитной волны, из уравнений Максвелла (1.49) 

нетрудно получить выражение для показателя преломления эффективной среды [16, 32, 33]: 

       2 2

2 4
1

R
n R l R R

c c


   


  

.        (1.54) 

Здесь  l R
 

 орт, касательный к лучу в каждой точке. Видно, что поле тяготения ведет себя 

в общем случае подобно недисперсионной анизотропной по направлению 

распространения луча среде. Подобное поведение  n R


 наблюдается в электродинамике 

движущихся сред (см., например, [35]). 

Полная аналогия между задачами анализа распространения электромагнитных волн в 

полях тяготения и электродинамики сплошных сред в плоском пространстве-времени 

позволяет воспользоваться хорошо разработанными радиофизическими методами анализа. В 

частности, в теории ГЛ широко используется метод тонкого фазового экрана (фазового 

корректора), что позволяет на основе интегрального представления вида (1.7) проводить 

исследования геометрооптических, волновых, поляризационных свойств принимаемого 
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излучения и анализировать влияние различных случайных факторов. Полезность 

радиофизической аналогии покажем на примере задачи прохождения электромагнитного 

излучения точечного источника S  через поле тяготения произвольного изолированного 

массивного объекта. Вначале рассмотрим построение основных уравнений в рамках метода 

геометрической оптики, а затем вкратце остановимся на дифракционном интегральном 

представлении, из которого легко получаются более общие корреляционные характеристики 

эффекта гравитационной фокусировки. Для наглядности на первом этапе будем считать, что 

фокусировка происходит на фоне локально плоского пространства-времени, а затем 

полученные результаты обобщим на случай космологических объектов.  

1. Геометрооптическое приближение. В качестве оси OZ  (ось линзы) выберем 

прямую, проходящую через “точечный” источник S  и центр масс гравитирующего объекта 

(точка O ), в которую поместим начало декартовой системы отсчета XYZ  (рис. 1.4).  

X

Y

Z
S

0 pZ
P

pr


 g r
 

r


SZ

pr


GL

 
Рис. 1.4 

Взаимное расположение наблюдателя  P , гравитационной линзы  ÃË  

и точечного источника излучения  S . Ось OZ  соединяет источник S  и центр масс ÃË . 

 

Наблюдатель смещен от оси OZ  на произвольное расстояние pr
  в плоскости 

наблюдения pz Z . C учетом того, что длина электромагнитной волны на много порядков 

меньше характерных масштабов изменения параметров “среды”, при анализе эффекта ГЛ 

можно использовать хорошо известный в радиофизике метод геометрической оптики (МГО, 

см., например, [27]). Основными уравнениями МГО, как известно, являются уравнения 

эйконала    1H R k S R
 

 и переноса амплитуды  A R


: 

 2 2H n 


,           (1.55) 

 2 0div A H 


.           (1.56) 
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Уравнение эйконала - это уравнение типа Гамильтона-Якоби. Ему соответствуют 

характеристики (лучи), на которых функционал n ds  экстремален (принцип Ферма). В 

теории ГЛ решение уравнения эйконала (уравнение лучей) удобней задавать в виде 

зависимости  R R s
 

, где s  - геометрическая длина, отсчитываемая вдоль луча от источника 

излучения S . По известной зависимости  R s


 легко определяется и единичный вектор  l s


, 

касательный к лучу в каждой точке: 

   l s dR s ds
 

.          (1.57) 

 С помощью найденных характеристик-лучей  R s


 уравнения геометрической оптики 

могут быть решены в явном виде. Например, эйконал на любом удалении s  от источника 

вдоль выбранного луча  R s


 определяется путем интегрирования n  [27]: 

   
0

s

H s n R s ds    


.  `        (1.58) 

С другой стороны, из (1.55) следует, что единичный вектор  l s


 на любом удалении от 

источника связан с эйконалом следующим соотношением: 

       l s H s H s H s n    
   

.        (1.59) 

По своей структуре  H s  (1.58) состоит из двух частей. Первая из них, так называемая 

геометрическая часть, равна эйконалу, вычисленному для свободного пространства, но вдоль 

криволинейного луча, выходящего из источника: 

 0
0

s

H s ds  ,           (1.60) 

а вторая представляет собой гравитационную добавку к 0H , определяемую, опять же, путем 

интегрирования потенциалов тяготения вдоль криволинейного луча: 

 
 

   2 2
0

2 4s

g

R s
H s l R s R s ds

c c

                 
  



  

.      (1.61) 

 В теории ГЛ пользуются следующими упрощениями, существенно облегчающими 

вычисления. 

1. Согласно определению (1.53) для нерелятивистских движений массы внутри 

гравитирующего объекта ( 1c  ) добавка к  n R


, связанная с векторным потенциалом 


, 

чрезвычайно мала, даже по сравнению с членом 22 c . Например, для звезды-линзы, 

подобной Солнцу, максимальные значения слагаемых в (1.54), достигаемые вблизи 

поверхности звезды, имеют следующие порядки: 2 52 ~ 10c   и 10
2

4
~ 10l

c


 
 [16]. В силу 

этого членом 24l c
 

 в выражении (1.54) пренебрегают, т.е. считают, что  
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   
2

2
1

R
n R

c


 




.          (1.62) 

Заметим, что в некоторых случаях, например, при экспериментальной проверке эффекта 

Лензе-Тирринга, который отсутствует в теории Ньютона, слагаемое с 


 необходимо 

естественно учитывать, несмотря на его малость. 

2. С учетом малости углов отклонения лучей  1�  решение задачи можно проводить в 

линейном приближении геометрической оптики (см., например, [27]). Суть данного 

упрощения покажем на примере фокусировки излучения “точечного” источника в поле 

тяготения массивного тела с произвольным распределением массы (рис. 1.4). 

Эйконал. С помощью формулы (1.58) вычислим вначале эйконал  S GLH   вдоль луча, 

соединяющего источник излучения S  и произвольную точку экрана  0,z r
 . С учетом 

малости отклонения интегрирование вдоль криволинейного луча можно заменить на 

интегрирование вдоль прямой, соединяющей точки  , 0sS z Z r   
  и  0,z r

 . В результате 

получаем 

      
0 2

2 2

2
1 , 1

s

S GL

Z s

r
H r z r z dz

c Z




       
  ,       (1.63) 

где    1 sr z r z Z  
  . Разделяя теперь составляющие в соответствии с (1.60) и (1.61), в 

малоугловом приближении получаем 
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   
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, .
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s
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sZ s
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r r
H r dz Z

ZZ

H r z r z dz
c









   

      







 
        (1.64) 

Аналогичным образом в линейном приближении вычисляется и составляющая 

эйконала  GL PH   между экраном и наблюдателем. Интегрируя (1.58) вдоль прямолинейного 

луча, соединяющего произвольную точку экрана  0,z r
  с точкой наблюдения  ,p pz Z r

 , 

получаем 
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p
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Z
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r r r r
H r dz Z

ZZ

H r z r z dz
c





 
   
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



   


 

       (1.65) 

Здесь   p

p

r r
r z r z

Z


  

 
  . 
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Согласно (1.64) и (1.65) каждому ломаному лучу, соединяющему источник  , 0sS Z  , 

произвольную точку экрана  0,z r
  и наблюдателя  ,p pP Z r

  можно поставить в 

соответствие суммарный эйконал      0 gH r H r H r 
   , где 

     
 2

2
( ) ( )

0 0 0 2 2

pS GL GL P
s p

s p

r rr
H r H r H r Z Z

Z Z
 


     

 
   ,     (1.66) 

         
0

( ) ( )
2

0

2
, , .

p

s

Z

S GL GL P
g g g

Z

H r H r H r z r z dz z r z dz
c

 



 
                

  
 

        (1.67) 

 По поводу полученных выражений заметим следующее. Скалярный потенциал  R


, 

по мере удаления точки наблюдения от гравитирующего тела, с ростом R  убывает 

достаточно медленно  1~ R . В этом проявляется такое специфическое свойство, как 

дальнодействие ньютоновского потенциала. Медленность убывания  R


 приводит к тому, 

что при вычислении абсолютного значения  gH r
  пределы интегрирования в (1.67) 

необходимо всегда выбирать конечными, так как медленное спадание  R


 приводит к 

логарифмической расходимости. Покажем это на примере следующих простых рассуждений. 

Введем в рассмотрение некоторое произвольное расстояние z Z , удовлетворяющее 

следующему условию. С одной стороны, расстояние Z  должно быть намного больше 

характерных размеров GLR  гравитирующей массы, а с другой - намного меньше расстояний 

до источника sZ  и наблюдателя pZ : ,GL s pR Z Z  . При вычислении составляющих  gH r
  

согласно (1.67) разобъем области интегрирования на две части:  

         
0

2 2
0

2 2
, , , , .

p

s

ZZ Z

g
Z Z Z

H r z r z dz z r z dz z r z dz z r z dz
c c



 

   
                                

    
   

      (1.68) 

С учетом условия GLZ R  оценку интегралов по удаленным областям, можно приближенно 

произвести, положив   2 2, GLz r GM z r   
 , где GLM  - полная масса гравитирующего 

обьекта. В результате в приближении параксиальной оптики  ,, 1 ; , 1p p s pr r Z r r Z   

получаем следующую оценку: 

   2

1 21 2 22

2 2 2
2

2
, ,

1 ln .

p

s

p

s

ZZ

Z Z

ZZ
p s p

G G
s pZ Z

z r z dz z r z dz
c

r r Z Zz
r dz z r z r z dz r

Z Z Z










 
              

  
                            

 

 

 

 


   (1.69) 

Здесь 22G GLr GM c  - гравитационный радиус тела. 
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С другой стороны, в силу условия ,p sZ Z , при вычислении слагаемых в (1.68) по 

ближним к массе участкам траектории можно ограничиться интегрированием вдоль прямых, 

параллельных оси OZ : 

     
0

2 2
0

2 2
, , ,

Z Z

Z Z

z r z dz z r z dz z r dz
c c 

 
                

 
  

   .     (1.70) 

Таким образом, мы получаем следующее приближенное значение гравитационной 

составляющей эйконала: 

   2 2

2
ln ,

Z
s p

g G
Z

Z Z
H r r z r dz

Z c 

  
  .        (1.71) 

Суммируя теперь (1.66) и (1.71), находим абсолютное значение полного эйконала, 

вычисленного вдоль ломаного луча источник – точка экрана - наблюдатель: 

     
 

 
2

2

0 2 2

2
ln ,

2 2

Z
ps p

g s p G
s p Z

r rZ Z r
H r H r H r Z Z r z r dz

Z ZZ c 


        

 
    .   (1.72) 

Время распространения сигнала. Знание абсолютного значения эйконала (1.72) 

необходимо при определении времени распространения сигнала от источника к 

наблюдателю. Для рассматриваемой недисперсионной гравитационной “среды” локальные 

значения фазовой и групповой скоростей совпадают и равны  V c n R


. Отсюда время 

прохождения сигнала t , вычисленное вдоль криволинейного луча  R s


, связывающего 

источник излучения и точку наблюдения, аналогично (1.56) определяется как [4,17,18] 

     1

0

1 s

t s n R s ds c H s
c

    


.         (1.73) 

По своей структуре (1.73) так же, как и выше рассмотренный полный эйконал  H s , состоит 

из двух частей      0 gt s t s t s   [36]. Первая из них 

  1
0

0

s

t s c ds              (1.74) 

равна времени распространения сигнала в вакууме, но вычисленная вдоль искривленного 

полем тяготением луча. Вторая составляющая 

   3
0

2 s

gt s R s ds
c

      


         (1.75) 

есть добавка к  0t s , возникающая за счет наличия потенциала тяготения  r
 . В 

малоугловом приближении на отдельных участках трассы интегрирование вдоль 

криволинейного луча можно заменить на интегрирование вдоль прямолинейных отрезков. 

Аналогично тому, как это было сделано при вычислении эйконалов, получаем, что время 
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распространения сигнала вдоль виртуального ломаного луча, соединяющего источник 

 , 0s sS z Z r  
 , произвольную точку экрана  0,z r

  и наблюдателя  ,p pP z Z r r 
  , равно 

     
       

0

1 1
0 0

,

, ,

p g

g g

t r t r t r

t r c H r t r c H r 

 

 

  

            (1.76) 

где  0,gH r
  определяются по формулам (1.66) и (1.71). 

В практических задачах часто приходится определять не полное время 

распространения сигнала t , а временную задержку сигналов t  между различными 

изображениями источника, например, с координатами в плоскости линзы jr r
   и mr r

  . В 

этом случае согласно (1.76) получаем 

     1 1
, 0 0 , ,, , ,j m j m j m g j m j m g j mt c H r r c H r r H r r t t              

      ,    (1.77) 

где 

     
   2 2

2 2

0 0 0,
2 2 2 2

j p m pj m
j m j m

s p s p

r r r rr r
H r r H r H r

Z Z Z Z

    
         
   
   

   
    ,    (1.78) 

         2

2
, , ,

Z

g j m g j g m j m
Z

H r r H r H r z r z r dz
c 

        
      .     (1.79) 

Из теории известно, что разность потенциалов    , ,j mz r z r 
   по мере удаления точки 

наблюдения от массы убывает значительно быстрее, чем сам потенциал  3~ Z  . С учетом 

этого пределы интегрирования в (1.79) для больших значений Z  можно заменить на 

бесконечные. В результате получаем (см., например, [16]):  

     2

2
, , ,g j m j mH r r z r z r dz

c





      
    .       (1.80) 

Заметим еще и следующее. Если при решении задачи нет необходимости в знании 

абсолютного значения эйконала, то формулу (1.71) можно также записать в виде, 

аналогичном (1.80). Так, с точностью до произвольной постоянной получаем 

     02

2
, ,gH r z r z r dz

c





     
   ,        (1.81) 

где 0r
  - произвольно выбранный прицельный параметр луча. 

 Угол отклонения луча. Рассмотрим теперь вопрос об определении угла отклонения 

луча, выходящего из источника излучения S . Как уже было сказано выше, направление луча 

в каждой точке траектории на удалении s  от источника определяется единичным вектором 

 l s


 (1.59). Представим истинный орт  l s


 в виде суммы невозмущенного “средой” вектора 

0l Const


 и малой добавки  1l s


:    0 1l s l l s 
  

. С учетом того, что во всех точках траектории 
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1 1l  , решение исходного уравнения (1.59) можно провести в линейном приближении 

геометрической оптики [27]: 

     1 20 0
0 0

2S S

l s n R s ds R s ds
c                

    
.      (1.82) 

Здесь   00 s zR s Z e l s   
   - уравнение прямой линии, выходящей из точки источника  0s   в 

направлении, задаваемом вектором 0l


, а  0 0l l    
   

 - ортогональная к невозмущенному 

лучу составляющая градиента 


 [27]. Выражение (1.82) позволяет определять текущее 

значение отклонения  1l s


 на любом участке трассы. Полное же отклонение луча, 

вызываемое полем тяготения, получим, устремив верхний предел в (1.82) к бесконечности. 

Введя обозначение  1 gl   
 

 (полный угол гравитационного отклонения луча), с учетом 

(1.71) получаем следующее выражение [16,17]: 

       2 2

2 2
lim , ,

Z

g r r r g
Z

Z

r z r dz z r dz H r
c c




 

             
       .     (1.83) 

Приведенные выше формулы для эйконала и угла отклонения часто представляют в 

другом, широко используемом в теории ГЛ, виде. Учитывая, что скалярный потенциал  R


 

определяется как решение уравнения Пуассона (1.52), легко показать, что гравитационная 

составляющая эйконала (1.81) и угол отклонения луча (1.83) могут быть определены через 

поверхностную плотность массы линзы    ,r z r dz




  
  . С точностью до произвольной 

постоянной гравитационная добавка к полному эйконалу (1.81) определяется так: 

   2

4
ln

V

g
o

r rG
H r r dr

rc 


   

 
   ,        (1.84) 

Разность же эйконалов (1.80), вычисленных вдоль j  - го и m  - го лучей, равна 

       








V

rdr
rr

rr

c

G
rHrHrrH

m

j

mgjgmjg





 ln

4
,

2
,     (1.85) 

Аналогичным образом угол отклонения луча (1.83) выражается через поверхностную 

плотность массы как 

 
 

 2 2

4

V

g

G r r
r r dr

c r r

    



    
  .         (1.86) 

В формулах (1.84-86) через V  обозначена проекция объема V  на небесную сферу. Заметим, 

что эйконал  gH r
 , записанный в виде (1.84), является решением двумерного уравнения 

Пуассона [37]: 

   2

4
2g

G
H r r

c
    

  .          (1.87) 



 33

Заметим, что в электростатике и теории ньютоновского потенциала  gH r
  называется также 

логарифмическим потенциалом.  

 Уравнение линзы. Дальнейшие рассуждения в геометрооптическом описании эффекта 

гравитационной фокусировки заключаются в следующем. Как правило, источник излучения 

и земной наблюдатель находятся на значительных расстояниях от гравитирующей массы, а 

отклонения лучей происходит в пределах лишь небольшой области, прилегающей к 

гравитирующей массе. Эти два обстоятельства позволяют заменить истинные 

криволинейные лучи на их прямолинейные асимптоты. Предполагается, что лучи от 

источника по прямым линиям доходят до плоскости фазового корректора  0z   . Проходя 

через корректор (фазовый экран), на выходе  0z    волна приобретает дополнительный 

набег фазы  gkH r
 , который обеспечивает резкий излом луча на угол  g r

   (1.83). 

Преломленные на экране лучи снова по прямым линиям распространяются в правое 

полупространство  0z  , где они могут пересекаться, создавая эффект гравитационной 

линзы. Согласно рис. 1.4 в плоскости наблюдения  pz Z  можно записать векторное 

уравнение, которое позволяет из всего набора преломленных на экране лучей выбрать те, 

которые проходят через точку наблюдения: 

 p s
p p g

s

Z Z
r r Z r

Z


  

   .         (1.88) 

Уравнение (1.88), которое в литературе получило название уравнения линзы или 

аберрационного уравнения [16-18], часто записывают в несколько ином (“универсальном”) 

виде: 

 p gr r Z r  
    .          (1.89) 

Здесь  p s p s pr Z r Z Z 
   - спроектированное на плоскость линзы смещение наблюдателя (см. 

рис.1.4), а  s p s pZ Z Z Z Z   -  приведенное расстояние. 

Дифракционное представление. Рассмотрим вначале гравитационную фокусировку 

излучения “точечного” источника S . В приближении параксиальной оптики для 

непрозрачной ГЛ в выражении (1.7) мы можем использовать следующие упрощения:  

1. Амплитуду поля на экране  0A r
  можно представить как  0

, ;

0 , ;
s sU Z r

A r
r

 
   




  где sU  - 

амплитуда поля, излучаемого источником. Заметим, что области интегрирования   в (1.7) и 

V в (1.84-86) для непрозрачной ГЛ дополняют друг друга до полной плоскости экрана. 

2. Вакуумная составляющая фазы волны на экране приближенно равна 

       2
0 0 2S GL

s sS r kH r k Z r Z  
  ,).  



 34

3. При вычислении функции пропускания экрана      1i S rf r r e 
   нужно учитывать 

следующее. Если внутри области, где формируется основная часть угла преломления g


, не 

происходит пересечения падающих на линзу лучей, то можно пользоваться приближением 

чисто фазового экрана. В этом случае   1r 
 , а дополнительный набег фазы на экране 1S  

равен    1 gS r kH r
  , где  gH r

  определяется согласно (1.84).  

В результате в системе координат, представленной на рис. 1.4, согласно (1.7) находим 

значение поля в точке наблюдения: 

     
 

     0

2
2

,
2 2 2

.
2 2

p s

g

ik Z Z ps
p p g

s p s p

i k H r H r i k H rs s

s p s p

r rkU r
U Z r e exp ik H r dr

iZ Z Z Z

kU kU
e dr e dr

iZ Z iZ Z






 
  

 

             

 
 



 
  

 
  

 

    (1.90) 

Для прозрачной ГЛ в данном выражении пределы интегрирования можно распространить на 

всю бесконечную плоскость 0z  : 

     
 

     0

2
2

,
2 2 2

.
2 2

p s

g

ik Z Z ps
p p g

s p s p

i k H r H r i k H rs s

s p s p

r rkU r
U Z r e exp ik H r dr

iZ Z Z Z

kU kU
e dr e dr

iZ Z iZ Z






 
  

 

             

 
 



 
  

 
  

 

    (1.91) 

Обратим внимание на то, что интегральное решение задачи в виде (1.90-91) более 

информативно, чем геометрооптическое уравнение линзы (1.89), так как оно позволяет 

исследовать не только дифракционные эффекты, но и находить корреляционные 

характеристики в гравитационно линзовой статистике.  

Покажем теперь, что геометрооптическое уравнение (1.89) автоматически вытекает из 

коротковолнового приближения интегрального представления (1.90-91). Характерный 

пространственный масштаб gL  изменения гравитационной составляющей эйконала  gH r
  

приближенно можно оценить как 
1

1 g
g

g

dH
L

H dr



  .          (1.92) 

Для коротких длин волн, когда gL  , под знаками интегралов в (1.90-91) стоят 

быстроосциллирующие экспоненты. В этом случае для оценки интегралов можно 

воспользоваться хорошо известным асимптотическим методом стационарной фазы (см., 

например, [38]), согласно которому основной вклад в интеграл дают лишь области 

интегрирования, которые лежат вблизи точек, определяемых из условия стационарности 

фазы: 
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     0 0r r gH r H r H r       
     .        (1.93) 

Подставляя сюда полученные ранее выражения для  0H r
  и  gH r

 , а также учитывая связь 

между углом отклонения и эйконалом:    g r gr H r   
   , получаем  

 p gr r Z r  
    .         (1.94) 

Таким образом, мы получили вполне объяснимый результат. Уравнение (1.94), 

определяющее стационарные точки фазы, есть не что иное, как уравнение линзы (1.89), 

выделяющее из всего набора преломленных на экране лучей те, которые проходят через 

точку наблюдения. 

В теории ГЛ часто используют иную, чем представленную на рис. 1.4, систему 

координат, которая более удобна с точки зрения земного наблюдателя. Так, в качестве оси 

OZ  выбирают ось, проходящую через точку наблюдения P  и центр масс гравитирующего 

объекта (точка O ), в которую помещают начало декартовой системы отсчета XYZ . В данной 

системе координат точечный источник смещен от оси OZ  на расстояние sr
  в плоскости 

sz Z   (см. рис. 1.5). 

X

Y

Z


S

0 pZ
P

 g r
 

r


SZ
sr


GL

sr


 
Рис. 1.5 

Взаимное расположение наблюдателя  P , гравитационной линзы  ÃË  

и точечного источника излучения  S . Ось OZ  соединяет наблюдателя P  и центр масс ÃË . 

 
В новой системе вакуумная составляющая эйконала  0H r

  определяется так: 

       22
( ) ( )

0 0 0 2 2
sS GL GL P

s p
p s

r rr
H r H r H r Z Z

Z Z
  

     
 

   .     (1.95) 

Гравитационная же добавка  gH r
 , как и ранее, находится по формулам (1.67), (1.71). Если 

при решении задачи достаточно знать величину эйконала с точностью до произвольной 

константы, то при вычислении  gH r
  можно воспользоваться формулами (1.81) или (1.84). 
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Время распространения сигнала pt  вдоль виртуального луча, соединяющего источник 

 ,s sS z Z r r  
  , произвольную точку экрана  0,z r

  и наблюдателя  , 0pP z Z r 
 , в 

определяется согласно (1.76), где составляющие  0t r
  и  gt r

  равны 

     22
1 1

0 0 2 2
s

s p
p s

r rr
t r c H r c Z Z

Z Z
 

 
     
  

 
  ,       (1.96) 

     1 1
2 2

2
ln ,

Z
s p

g g G
Z

Z Z
t r c H r c r z r dz

Z c
 



 
    

 


   .      (1.97) 

В литературе часто рассматривают не полное время  0t r
  в вакууме, а только его 

составляющую  0t r
 , связанную с искривлением луча. В этом случае, учитывая, что время 

распространения сигнала  0t r   вдоль прямой линии, соединяющей источник S  и 

наблюдателя P , согласно рис. 1.5 равно 

   1 2
0 2s p s p st r c Z Z r Z Z       
 ,        (1.98) 

получаем  

     
22

1
0 0 0 222 2

s s

s s

r r Z rr
t r t r t r c

ZZ Z
  

      
 

    


.       (1.99) 

С учетом определений  0H r
  и  gH r

  дифракционные представления поля в точке 

наблюдения для точечного источника аналогично (1.90-1.91) имеют вид [16] 
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    (1.100) 
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    (1.101) 

В коротковолновом приближении уравнение    0 0r gH r H r    
   , определяющее 

точки стационарности полной фазы, приводит к еще одному виду уравнения линзы [16-18]: 

 s gr r Z r  
    .          (1.102) 

Здесь  s p s s pr Z r Z Z 
   - проекция вектора смещения источника sr

  на плоскость линзы (см. 

рис. 1.5).  

 Дифракционные представления (1.90-91), (1.100-101), а также следующие из них 

геометрооптические уравнения (1.94), (1.102) и составляют основу теоретического 

анализа эффекта гравитационной линзы. С их помощью можно анализировать 
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оптические и волновые свойства ГЛ, а также учитывать влияние различных случайных 

факторов. В данной работе мы остановимся лишь на некоторых приложениях данных 

формул применительно к геометрооптическому и статистическому анализу. 
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2. Основы теории эффекта гравитационной фокусировки 
 

 К настоящему времени уже обнаружено более сотни кандидатов в гравитационные 

линзы. На основе полученного объема данных делаются многочисленные попытки решения 

обратной задачи восстановления параметров ГЛ и источников излучения. Проводя анализ 

результатов многолетних наблюдений, нам приходится учитывать влияние на 

регистрируемые характеристики различных как регулярных, так и случайных факторов. При 

рассмотрении конкретных объектов в общем случае мы имеем дело с источниками, 

излучение которых распределено в пространстве и изменяется во времени. Кроме того, во 

времени меняется и распределение массы внутри гравитирующего объекта, например, из-за 

движения звезд, планет и их скоплений. Вдоль трассы распространения излучения в 

оптическом и радио- диапазонах всегда присутствуют случайные неоднородности среды. И 

наконец, приемник излучения имеет конечную ширину диаграммы направленности, что 

также необходимо принимать во внимание. Одновременный учет всех влияющих факторов - 

задача довольно трудоемкая и сложная. Поэтому эффект фокусировки анализируют 

поэтапно. Вначале рассматривают приближение “квазистатических” ГЛ и источника 

излучения. Если эффект фокусировки рассматривается в полях тяготения таких компактных 

объектов, как звезды, планеты и т.д., то условие квазистатичности означает, что параметры 

линзы и источника практически не должны меняться на временных интервалах, равных 

характерному времени распространения излучения в их полях тяготения. Применительно к 

галактикам-линзам, внутри которых находится большое количество беспрерывно 

движущихся объектов, приближение квазистатичности оправдано только применительно к 

модели так называемой макролинзы, представляющей собой усредненное по большим 

межзвездным масштабам поле тяготения (распределение массы). Для использования 

квазистатического приближения в этом случае снова необходимо, чтобы время 

распространения излучения квазара через поле тяготения галактики было меньше 

характерного времени изменения усредненного распределения массы внутри нее. В случае, 

когда рассмотренные условия квазистатичности не выполняются, необходимо учитывать 

пространственно-временные эффекты распространения сигналов. Некоторые из 

перечисленных вопросов будут рассмотрены в данном разделе. 

 

2.1. Коэффициент усиления и критические кривые линзы 

Вначале рассмотрим основные энергетические характеристики гравитационных линз 

в приближении квазистатики и “точечного” источника излучения. Для этого перепишем 
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геометрооптические уравнения (1.89) и (1.102) в более удобном с точки зрения анализа 

универсальном виде [4,17]: 

   rrrZrr g




~~
.         (2.1) 

Здесь через r
  обозначены проекции векторов pr

  или sr
  на плоскость линзы  0z  : 
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         (2.2) 

и введен в рассмотрение новый “нормированный угол” отклонения, который имеет 

размерность длины   ì   и определяется как 
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  .        

Учитывая, что по определению   0r 
  при Vr 

 , данное выражение можно переписать в 

следующем виде:  
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В теории ГЛ величину 2 4cr c GZ    , имеющую размерность поверхностной плотности масс 

 2[ ]ñr êã ì  , называют критической плотностью. С учетом определения cr  “угол” (2.3) 

можно записать еще и так: 

 
 

 
 

 2 2

1 1

cr

rr r r r
r d r r d r

r r r r

 

 

         
    
 

   
    

    ,     (2.4) 

где     crr r   
   - нормированная поверхностная плотность массы дефлектора. Через  r

  

можно также выразить эйконал (1.84) или разность эйконалов (1.85) для любой пары 

изображений.  

С помощью ”универсального” уравнения (2.1) с заданным углом отклонения (2.4) 

легко определяются все энергетические характеристики линз. Например, расчет 

коэффициента усиления при рассмотрении “точечного” источника проводится так. Для 

каждого положения источника sr r
    действительные корни уравнения (2.1) определяют 

количество N  и положение    1, 2.....j sr r r j N 
    наблюдаемых в плоскости линзы 

изображений. Мы не будем останавливаться в данной работе на анализе поведения корней 

при различных положениях источника, детальное рассмотрение этого вопроса можно найти, 

например, в монографиях [16-18]. Здесь же только заметим, что условие   0
j

r r r
H r


   

  , из 

которого следует уравнение (2.1), позволяет выбрать из всего набора виртуальных лучей, 



 39

соединяющих источник излучения и точку наблюдения, истинные лучи с прицельными 

параметрами jr r
   в плоскости линзы. В этом и заключается известный принцип Ферма 

[17,18]. Предположим, что при гравитационной фокусировке наблюдается несколько 

изолированных изображений. Обозначим через sR
  проекцию положения центра яркости 

“точечного” источника в плоскости линзы. Согласно (2.1) найдем положение 

соответствующего “центра” j  го изображения: 

   s j g j j jR r Z r r r    
       .         (2.5) 

Будем теперь перемещать конец вектора sr
  вдоль границы источника. Небольшим 

отклонениям вектора sr
  от центрального значения sR

  согласно уравнению (2.1) будут 
соответствовать небольшие смещения корня r

  от своего значения jr
 . Приближенную связь 

между небольшими отклонениями s s sr r R  
     и jr r r  

    легко определить, линеаризуя угол 

отклонения луча (2.4) и, следовательно, уравнение линзы (2.1): 

         
     

,

.

j j r j

s r j j

r r r r r r

r r r r Q r

          

        





        

     
       (2.6). 

Здесь  

 
1 , 1 ,

,1 ,1
j j

g x g xx x

j
y y g y g y

r r r r

Z Z
x y x y

Q

Z Z
x y x y 

              
     

   
          

 

 

-      (2.7) 

- так называемая матрица усиления, вычисленная в точке изображения jr r
  . Путем 

несложных преобразований матрицу усиления можно переписать в следующем 

симметричном виде: 

 

1 1
1 ,

2 2

1 1
,1

2 2
j

y yx x x

j
y y yx x

r r

x y x y y
Q

x x y x y


        
                                         

.   (2.8) 

Рассмотрим по отдельности слагаемые матрицы усиления. Согласно определению (2.4) с 

учетом связи между углом и эйконалом (1.83) получаем  

 

       

0

0

1 1
ln

2 2

1
ln .

2

yx
r r

r

r r
div grad r dr

x y r

r r
r dr r r r dr r

r





 

 

                 
  

               
  



 

 



 
 

 
      

     (2.9) 

Мы учли, что    0, lngG r r r r r  
     является функцией Грина двумерного уравнения Пуассона 

[37] 
   , 2r gG r r r r     
    .        (2.10) 

Учитывая теперь (2.9) и введя обозначения  
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1

1

2
yx

x y

 
      

  и  2
yx

y x


    

 
,       (2.11) 

перепишем матрицу усиления в следующем виде [17]: 

 
     

     
1 2

2 1

1 ,

, 1 ,
j

j

r r

r r r
Q

r r r


      
  

         

  

   .       (2.12) 

Таким образом, все элементы матрицы усиления  Q , в конечном итоге, определяются с 

помощью нормированной поверхностной плотности массы  r
 . Заметим, что   называют 

еще и оптической толщиной линзы, а введенные величины 1,2  определяют степень 

асимметрии угла отклонения в окрестности рассматриваемого изображения.  

Поместим теперь в точку jr
  начало новой штрихованной системы координат X O Y    и 

произведем ее поворот на угол 2

1

1

2
arctg

 
    

. В новой системе координат линеаризованное 

уравнение (2.6) приводится к виду  s j
r Q r   
  , где матрица усиления  Q   имеет уже 

диагональный вид 

 
   

   
1 , 0

0 , 1
j

j

r r

r r
Q

r r
 

        
        

 

         (2.13) 

Введенную в (2.13) величину 2 2
1 2      в теории ГЛ называют сдвигом (shear). След 

матрицы trQ  и её собственные величины 1,2a  равны [17] 

1,2

2(1 ),

1

trQ

a

   
   

           (2.14) 

Из теории непоглощающих линз (в том числе и ГЛ) известно, что яркость вдоль 

бесконечно тонкого луча при фокусировке не меняется. Поэтому изменение блеска 

наблюдаемых через линзу источников происходит в основном за счет изменения размеров 

изображений. Отмеченное свойство линз, например, прямо вытекает из рассмотрения задачи 

в приближении чисто фазового экрана. Для “точечного” источника можно считать 

распределение яркости по изображению равномерным и равным распределению яркости 

источника. В этом случае коэффициент усиления блеска j  го изображения определяется как 

отношение площадей   j
r
  - изображения и  

s
r
  - источника: ( ) ( )j j sq r r  

   [16,17,39]. В 

свою очередь, из линейного приближения (2.6) следует, что отношение ( ) ( )j sr r 
   

определяется через детерминант матрицы усиления (2.12) [16,17]: 

 
12

12 2
( ) 1

1 1 1
( ) det j

j

j yx x
j

r r
s j r r

r
q

x y yr Q







                          
 

 




.   (2.15) 
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Полный коэффициент усиления ГЛ равен сумме jq  отдельных изображений: 

1

N

j
j

q q


  .           (2.16) 

Величину  

     
12 21q r r r


      
            (2.17) 

можно рассматривать как некоторое поле усиления блеска изображений “точечного” 

источника. Для получения конкретного значения усиления выбранного, например, j  го 

изображения, необходимо в (2.17) подставить соответствующую координату jr r
  . Иногда 

при определении  q r
  опускают модуль величины, т. е. рассматривают просто зависимость 

       12 21q r r r


      
   . При этом изображение с 0q   называют прямым, а с 0q   - 

инвертированным.  

 В некоторых точках в плоскости линзы поле усиления  q r
  может достигать 

бесконечно больших значений. Геометрическое место точек, при которых  q r 
 , 

называется критической кривой crr r
   линзы в плоскости изображений. Если найденные 

значения crr r
   подставить в исходное уравнение линзы (2.1), то мы получим уравнение 

каустики в плоскости положений изображений: 

 cs cr crr r r  
   .           (2.18) 

В данном разделе мы не будем детально останавливаться на особенностях критических и 

каустических кривых ГЛ (подробности такого анализа можно найти, например, в 

монографиях [16-18]). Обратим внимание лишь на то, что, при приближении “точечного” 

источника к каустической кривой со стороны области каустического “света” ( )s csr r
  , 

некоторые из наблюдаемых изображений сближаются между собой  0j lr r 
  Э находясь по 

обе стороны от критической кривой линзы. При проецировании источника строго на 

каустику ( )s csr r
   сближающиеся изображения сливаются в одно, которое расположено 

строго на критической кривой линзы. При этом блеск слившейся пары бесконечно 

возрастает. С дальнейшим перемещением источника (переход в область каустической 

“тени”) пара из слившихся изображений исчезает. 

Более удобным с точки зрения земных наблюдений является описание характеристик 

линзы не в линейных, а в угловых переменных. В связи с этим имеет смысл переписать 

основные уравнения в угловых переменных. Так, например, если в уравнении (2.1), 

записанном в системе координат согласно рис. 1.5, ввести угловые переменные 
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 s s p sr Z Z  
   (истинная угловая координата источника излучения) и pr Z 

   (текущий угол 

наблюдения), то получим 

   s g
p

Z

Z
          

       .         (2.19) 

Угол g


 и нормированный угол    g pZ Z    
    гравитационного отклонения луча в новых 

угловых переменных   определяются так: 

 
 

 
 

 

   
 

 

2 2 2

2

4
,

1
.

p p
g

g
p

GZ Z
d d

Zc

Z
d

Z

 

 





                  
    

            
  

 



        
   

      
 

    (2.20) 

Здесь    g g pr Z     
   ,    pr Z     

   и     cr     
  . 

 Легко показать, что так же, как и в линейных переменных, все энергетические 

характеристики линзы в угловых переменных в конечном итоге снова выражаются через 

безразмерную поверхностную плотность массы   
 . Так, из уравнения линзы (2.19) 

аналогично (2.15) получаем выражение для коэффициента усиления блеска “точечного” 

источника: 

1( )
det

( )
j

j j
s

q Q


    



 ,         (2.21) 

где матрица усиления (2.12) в угловых переменных имеет вид 

 
1 ,

, 1

j

x x

x x

j
y y

x y

Q



        
 

     

,         (2.22) 

а j
  - действительный корень уравнения линзы (2.19) или угловая координата изображения 

точечного источника в плоскости линзы. Введя аналогично (2.9) и (2.10) величины  

   

   

1

2 2
2 1 2

1 1
, ,

2 2

, ,

y yx x

x y x y

yx

y x

     
                     
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           

 

 

 
      (2.23) 

матрицу усиления в произвольной и собственной системах отсчета можно переписать так: 

 
     
     

 
   

   

1 2

2 1

1 ,
;

,1

1 , 0
.

0 ,1

j

j

j

j

Q

Q





         
  

          

         
       

 

 

  

  

 

 

,       (2.24) 

Поле усиления (2.17), выраженное в угловых переменных, равно 
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     
12 21q


         
   .         (2.25) 

Из условия  1 0q  
  находятся критическая кривая линзы cr  

   и уравнение каустики в 

плоскости положений источника:  

   cs cr g cr cr cr
p

Z

Z
          

       .        (2.26) 

Аналогичным образом в угловых переменных записываются и выражения для полных 

эйконалов и их составляющих. Например, составляющая геометрической части  0H 
  (1.95) 

и разность эйконалов  0 ,j mH  
   между двумя изображениями, наблюдаемыми под углами 

j
  и m

 , в угловых переменных представляются так: 

 
2

2 2
0

1

2 2
p s

s p s s

Z Z
H Z Z

Z Z

          
 

  
 

,       (2.27) 

         
2

0 0 0

1
,

2
p

j m j m j m j m s

Z
H H H

Z
               

        


.    (2.28) 

Ненаблюдаемую в эксперименте величину s
  можно исключить из рассмотрения. 

Действительно, учитывая, что уравнению линзы (2.19) должны удовлетворять как 

координата первого изображения - j
 , так и координата второго - m

 , получаем следующие 

соотношения: 

    

       .
~

2

1

,
~

















mgjg
p

mjs

jgmg
p

mj

Z

Z

Z

Z









       (2.29) 

Подставляя второе уравнение из (2.29) в (2.28), получаем выражение для геометрической 

части разности эйконалов [4]: 

       0

1
,

2j m p j m g j g mH Z             
       .      (2.30) 

 Подобным образом в угловых переменных записываются и гравитационные 

составляющие эйконала  gH 
  (1.84) и его разности  ,g j mH  

   (1.85): 

      
















 





 









d
Z

Z
dZ

c

G
H p

pg
0

2

0

2
2 ln~ln

4 ,    (2.31) 

     
2

2
2

4
, ln ln

j jp
g j m p

m m

ZG
H Z d d

Zc

 

 

    
               

     
   

     
   

.   (2.32) 

Здесь 0 0 pr Z   - модуль произвольного угла 0
  в плоскости линзы. Формулы (2.31) и (2.32) 

часто бывает удобней выразить так же, как и в (2.30), через угол отклонения луча  g 
  . Это 

легко сделать, если вспомнить, что в Разделе 1 была найдена связь между эйконалом и углом 
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отклонения:    g r gr H r   
   . В угловых переменных имеем    g g pH Z    

   . Теперь 

сформулируем следующий вопрос: можно ли записать обратную связь, когда задан 

векторный угол отклонения  g 
  , а по нему необходимо найти скалярный эйконал  gH 

 ? 

В первых работах по определению времени запаздывания сигналов [4,36,40-43] было 

показано, что  gH 
  (2.31) можно представить в виде контурного интеграла от  g 

  , 

вычисленного в плоскости линзы вдоль произвольного пути, соединяющего две точки 0
  и 


 : 

   
0

g p gH Z d




     




   .         (2.33) 

При этом для разности эйконалов вместо (2.32), можно записать  

       ,
j

m

g j m g j g m p gH H H Z d




           




      .      (2.34) 

На основе найденных представлений эйконала проанализируем теперь структуру 

полного времени распространения  , st  
   и временных задержек  ,j mt  

   сигналов между 

отдельными изображениями. Для определения абсолютного значения времени 

распространения вдоль виртуального луча, соединяющего источник излучения, точку экрана 

и наблюдателя, воспользуемся ранее полученной формулой (1.72) для полного эйконала, 

записав её в угловых переменных: 

       

 

1 1
0

2
1 2 2 1

2 2

, , ,

1 2
ln , .
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s s s g

Z
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p s s s G p
Z

t c H c H H

Z Z ZZ
c Z Z c r z r Z dz

Z Z Z c

 

 



            
                    

     


      

  
 

  (2.35) 

Если в данном выражении положить  0 0Gr   , а угол наблюдения   выбрать равным 

истинному углу источника s
 , то мы получим невозмущенное полем тяготения время 

распространения сигнала  
0st


  
   от источника к наблюдателю вдоль прямого луча. Из 

(2.35) видно, что по своей структуре полное время  , st  
   состоит из двух частей, одна из 

которых    1
0 0t c H  
   есть время распространения сигнала в вакууме, а вторая - 

   1
g gt c H  
   связана с отличием ”среды” от вакуума, причем обе составляющие 

вычисляются вдоль виртуального ломаного луча. Добавку к невозмущенному полем 

тяготения времени распространения сигнала легко определить как (см. (1.97-99)) 

     

   
0

2
21

2 2

, ,

2
ln ,

2

s s s

Z
p s p

s G p
Z

t t t

Z Z Z
c r z r Z dz

Z Z c







          

 
        

  

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  


.     (2.36) 
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Если нас не интересует абсолютное значение  , st  
  , то согласно (2.33) можно (2.36) 

записать в более компактном виде 

     
0

2
2

,
2

p
s s p g

Z
c t Z d const

Z





           




     


.      (2.37) 

В некоторых случаях значение константы в данном выражении не играет существенной 

роли. Например, если нас интересует не абсолютное значение времени распространения, а 

разница времен прихода сигналов между изображениями с угловыми координатами j
  и m

 , 

то (2.37) дает 

     
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, 2

j

m
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j m j s m s p g

Z
c t Z d

Z


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                




     


.      (2.38) 

С помощью ранее полученных выражений (2.29-30) легко написать еще и такие 

представления: 

       

     
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1

2

1
.

2
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Z d









                    
  

              













       

     
    (2.39) 

2.2. Фокусировка излучения протяженного источника 

Для получения конечных значений полей и интенсивностей вблизи критических 

областей линзы необходимо решать задачу в рамках волновой теории либо рассматривать 

протяженные источники излучения. Мы не будем останавливаться на дифракционных 

эффектах в ГЛ. Детально эти вопросы рассмотрены в монографиях [16-18]. Так как основной 

задачей данной работы является геометрооптическое рассмотрение проблемы фокусировки, 

то мы обобщим вышеприведенные формулы на случай протяженного источника. Учет 

конечности размеров излучающей поверхности легко провести с помощью интегрального 

дифракционного представления (1.99). Для протяженного источника вместо sU  теперь 

необходимо рассматривать поле “точечного” элемента поверхности sd r
 , расположенного в 

точке sr
 :  s s s sU U r d r

  . Суммарное поле в точке наблюдения от всего источника получим, 

проинтегрировав (1.101) по всей излучающей поверхности s : 

       
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    .      

Учитывая снова, что   0s sU r 
  при s sr 

 , перепишем данное выражение в следующем виде: 
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 

    .    (2.40) 
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Как правило, мы имеем делом со случайно излучающими источниками. Вместо полевой 

характеристики в этом случае удобней работать с энергетической, а именно со средней 

интенсивностью (см. Раздел 1): 

   
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   
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   (2.41) 

Здесь и далее по тексту мы будем опускать скобки статистического усреднения, полагая, что 

 ,p p pI I Z r 
 . Для некогерентно излучающих точек поверхности коррелятор под знаком 

интеграла имеет вид        s s s s s s sU r U r J r     
   , где  s sJ r

  - детерминированное (модельное) 

распределение интенсивности по поверхности источника (распределение яркости). С учетом 

данного приближения формула (2.41) в суммарных    1 1
,

2 2s s sr r r r r r      
       и разностных 

,s sr r r r        
      координатах приобретает следующий вид: 
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
  (2.42) 

Для дальнейшего упрощения рассмотрим внутренний интеграл: 

   exps s s
s

J r i k r d r
Z





 
    

 



    .        (2.43) 

Пусть источник в плоскости sz Z   имеет характерный линейный размер 0 sR � . Тогда из 

теории фурье-преобразования следует, что функция   
  будет практически отлична от нуля 

в пределах области с размерами 
0 0

~s
ef

Z

kR


   


, где 0 0 sR Z   - угловой размер источника, 

видимый из точки наблюдения, находящейся в плоскости линзы. Заметим, что полученная 

оценка есть выражение хорошо известной в оптике теоремы Ван-Циттерта – Цернике [44]. 

Из дифракционной теории далее следует, что основной вклад в интеграл по dr
  в (2.42) дают 

небольшие области экрана, прилегающие к точкам экстремума фазы jr r
  . Структура этих 

областей соответствует первым зонам Френеля, а их размеры приближенно можно оценить 

как и для свободного пространства Frr r Z     . Для достаточно “протяженных” источников 

характерный масштаб убывания до нуля функции   
  оказывается намного меньше 

размеров первой зоны Френеля: ef Frr  . В этом случае в (2.42) можно произвести 

некоторые упрощения, а именно линеаризовать гравитационные составляющие эйконалов:  

         2
2 2g g r g g gH r H r H r H r r
 

    

       .       
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При этом разность эйконалов приближенно равна 

     2 2g g gH r H r r     
     .        (2.44) 

С учетом проделанных упрощений и предположений, выражение для средней 

интенсивности в точке наблюдения приводится к виду 

    
2

2 2 2
.

4
s

p s s s s g
sp s

Zk k
I dr J r dr d exp i r r Z r

Z ZZ Z

  

  

             
  

      


    (2.45) 

Интеграл по разностной переменной 
  есть функция Дирака. Используя её известные 

свойства, приходим к следующему окончательному результату: 

    

       

2

2 2

1

1 1
.

s
p s s s s g

p

s s
s s s s g s s g

p p

Z
I dr J r dr r r Z r

ZZ

Z Z
dr dr J r r r Z r dr J r r Z r

Z ZZ Z

 

 

  

  

        

                 

 

  

     


           
 

   (2.46) 

Если в (2.46) перейти к угловым переменным:   ,s p s s pr Z Z r Z    
   , то мы получаем 

следующее выражение: 

 p s s g
p

Z
I J d

Z





 
        

  


     .        (2.47) 

На основе формул (1.12) и (1.13) можно показать, что функция, стоящая под знаком 

интеграла в (2.47), есть не что иное, как видимая наблюдателем яркость деформированного 

изображения источника: 

   p s s g
p

Z
J J

Z

 
        

  

     .        (2.48) 

В качестве примера рассмотрим часто используемую в теории ГЛ модель источника 

излучения с гауссовым распределением яркости: 

   2 2
0 0

1
exp

2 2
s

s s s s

I
J

       
   

  ,        (2.49) 

где sI  - блеск, а 0  и s


 - видимые из точки наблюдения характерный угловой размер и 

угловая координата центра яркости источника соответственно. Для заданной модели 

формулы (2.47) и (2.48) принимают вид 

   
2

2 2
0 0

1
exp

2 2
s

p g s
p

I Z
J

Z

                      

     ,      (2.50) 

   
2

2 2
0 0

1
exp

2 2
s

p p g s
p

I Z
I J d d

Z

 

 

                         
 

       .    (2.51) 
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Коэффициент усиления блеска протяженного источника в общем случае определяется 

как отношение полной pI  сфокусированной интенсивности в точке наблюдения к той 0I , 

которая бы наблюдалась при отсутствии ГЛ: 

   0p s s s s
p

Z
q I I J d J d

Z

 

 

 
             

  
 

        .     (2.52) 

Для гауссова источника согласно (2.51) имеем 

 
2

2 2
0 0

1 1
exp

2 2 g s
p

Z
q d

Z





                      


     .      (2.53) 

Аналогично тому, как это было сделано для точечного источника, на основе (2.52) и (2.53) 

можно рассматривать и усиление отдельных изображений протяженного источника. 

Действительно, по своей структуре (2.53) относится к интегралам лаплассовского типа, и 

можно воспользоваться известными методами его оценки. Если размер протяженного 

источника недостаточно “велик” и при фокусировке наблюдаются отдельные 

(изолированные) изображения, то основной вклад в интеграл дают лишь небольшие области 

(телесные углы), лежащие вблизи углов j  
 , при которых обращается в ноль показатель 

степени экспоненты: 

   s j s
p

Z

Z
          

      .        (2.54) 

Коэффициент усиления для выбранного j -го изображения можно оценить, 

воспользовавшись линеаризацией исходного уравнения линзы аналогично (2.6). Так, вводя 

небольшие отклонения углов j   
  ,  получаем следующее упрощение: 

       s j g j g j j
p p

Z Z
Q

Z Z                  

            .    (2.55) 

В результате для распределения яркости получаем следующее выражение: 

     

  

2

2 2
0 0

2

2 2
0 0

1
exp

2 2

1
exp .
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s
p j g j
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s
j

I Z
J

Z

I
Q



             
      
     

   



     



     (2.56) 

Проинтегрировав (2.56) по всем углам наблюдения, находим суммарный поток излучения 

(блеск), приходящий в току наблюдения от j  го изображения: 

   pj pj s jI J d I q




   
  .         (2.57) 

Здесь так же, как и для “точечного” источника (см. (2.21)), коэффициент усиления 

определяется в виде 
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   
11 2 2det 1

j
j j

q Q



       .        (2.58) 

Из сравнения (2.57) с (2.21) и (2.22) видно, что усиление блеска изолированных 

изображений протяженного источника с небольшими размерами происходит точно 

так же, как и для “точечного” источника, т.е. 1
detj j

q Q
  и не зависит от размера 

источника 0 . Следует, однако, заметить, что данное совпадение наблюдается только 

для изолированных изображений, когда источник находится вдали от каустики линзы. 

Различие усилений блесков изображений точечного и протяженного источников 

наблюдается только в том случае, когда источник проецируется вблизи каустики 

линзы. В этом случае максимальное усиление для протяженного источника остается 

всегда конечным и зависит от 0 . Более подробно об этом будет сказано в последующих 

разделах. 

 

2.3. Влияние случайных неоднородностей среды на структуру наблюдаемых 
изображений источника 

 В дополнение к рассмотренной выше фокусировке излучения протяженного 

источника имеет смысл провести и анализ влияния рассеяния излучения на случайных 

неоднородностях среды, присутствующих вдоль трассы распространения излучения. Не 

вдаваясь здесь в физику происхождения случайных неоднородностей, укажем только на то, 

что при оптических наблюдениях с Земли таковыми являются турбулентные неоднородности 

газа в толще атмосферы, а в радиодиапазоне – плазменные неоднородности околосолнечной, 

межзвездной и межгалактической среды. Кроме того, в Разделе 3 будет рассмотрена и 

статистика эффекта микролинзирования, связанного с рассеянием лучей в полях тяготения 

случайно расположенных звезд в галактиках.  

 Для упрощения решение задачи проведем в приближении локально плоского 

пространства-времени без учета космологических эффектов, о которых будет сказано ниже. 

Предположим, что на некотором участке трассы от источника до наблюдателя имеется слой 

со случайными неоднородностями ( SL - Scattering Layer). Будем считать, что толщина слоя 

ничтожно мала по сравнению с расстояниями ,p sZ  и при прохождении через слой изменяется 

лишь фаза электромагнитной волны, приобретая случайную составляющую slS . Как показал 

анализ [45], рассеивающий слой с неоднородностями, в зависимости от его положения 

относительно линзы, по-разному влияет на структуру видимого наблюдателем изображения.  

Вначале рассмотрим случай, когда слой расположен на участке трассы между линзой 

и источником, а затем исследуем его влияние, когда он находится в промежутке между 

линзой и наблюдателем (см. рис. 2.1). Для малых углов рассеяния и гравитационного 
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отклонения лучей влияние рассеивающего слоя на структуру видимого наблюдателем 

изображения можно учесть в приближениях параксиальной оптики и многослойного 

фазового экрана. Алгоритм построения решения выглядит так. Первый экран совместим с 

рассеивающим слоем SL , который будем считать расположенным ортогонально оси линзы и 

удаленным от её центра масс на расстояние  0 sz z z Z     . 

sr


S  s sJ r


 sl slS r
  gkH r



sl

GLz
sZ

pZ

s pZ Z

P
r



 g r
 

s

SL Z

slr


 
Рис. 2.1 

Взаимное расположение источника излучения S , рассеивающего слоя SL ,  
гравитационной линзы GL  и наблюдателя P  

 
 Излучение источника с заданным распределением поля  s sU r

 , проходя через 

рассеивающий слой, приобретает дополнительный набег фазы  sl slS r
 , где slr

  - прицельный 

параметр луча в плоскости рассеивающего экрана SL . После прохождения экрана, 

деформированная волна в вакууме доходит до плоскости 0z  , с которой совмещен второй 

фазовый экран – регулярная ГЛ. Проходя через второй экран волна снова приобретает 

дополнительный регулярный набег фазы  gkH r
 , после чего распространяется в правое 

свободное от среды полупространство, в котором находится наблюдатель P . Аналогично 

(2.40) запишем поле в произвольной точке  0,z r
  на выходе второго фазового экрана  ÃË : 

        

 
 

   
2 2
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.
2 2

s g s s s
s

s sl sl
sl sl sl

s

k
U r ik Z H r U r dr

i Z z z

r r r r
dr exp ik iS r

Z z z









       

              





   

   
 

     (2.59) 

По найденному распределению  0,U r
  построим теперь ФВК на выходе из второго фазового 

экрана      2 1 2 1 20, , 0, 0,r r U r U r   
    . В результате после несложных преобразований в 

суммарных      1 2

1 1 1
, ,

2 2 2s s s sl sl slr r r r r r r r r        
          и разностных 1 2 , ,s s s sl sl slr r r r            

         

координатах, с учетом некогерентной модели излучения точек поверхности источника, 

получим 
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                       

  
        

 
      

 (2.60) 

Прежде чем проводить дальнейший анализ, сделаем некоторые упрощения.  

1. Предположим, что среда внутри рассеивающего слоя статистически однородна и 

изотропна с гауссовой функцией корреляции      2 2sl sl sl sl sl sl sl slB S r S r    
   . В этом 

случае имеем [16,26,27] 

      1
exp 2 2 exp

2sl sl sl sl sl sl sl sli S r S r D
             

   ,.     (2.61) 

где          2
2 2 2 0sl sl sl sl sl sl sl sl sl sl slD S r S r B B              

    - структурная функция фазы на 

рассеивающем экране. По определению, структурная функция равна нулю в совпадающих 

точках   0 0slD   и быстро выходит на насыщение при их раздвижке 

    22 2 0sl sl sl sl slD B ï ðè      . Для сильных флуктуаций фазы на выходе из 

рассеивающего экрана (дисперсия флуктуаций  2 0 1sl slB   ) основной вклад в интеграл 

(2.60) дают лишь небольшие области sl , расположенные вблизи нуля. Учитывая это, 

структурную функцию в (2.61) можно приближенно заменить её разложением в ряд Тейлора 

в точке 0sl  . В результате с точностью до квадратичных членов получаем следующее 

упрощение [16,45]: 

 
2

2 21
exp exp

2 2sl sl sl sl

k
D

          
   

,        (2.62) 

где  
2

2
2 2

1
0

2sl sl
sl

d
D

k d
 


 - средний квадрат угла рассеяния лучей на выходе экрана . 

 2. Аналогично (2.44) для протяженного источника можно приближенно положить, что 

     2 2g g gH r H r r     
     . После проделанных упрощений (2.60) принимает следующий 

вид: 

 
 

    

    
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g s s s sl sl
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sl s sl
sl sl sl sl

s
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s ss

k
r ik r J r dr dr d

Z z z

r rk
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Z z z

Z zk r
ik r

Z ZZ

  

  

       
   

                    
                 

   

  
      

 
  

    exp .s s s s
s

dr J r ik r
Z





 
 
 




  

   (2.63) 

Воспользовавшись данным представлением, с помощью полученной ранее формулы (1.23) 

определим теперь распределение яркости  ,0,pJ Z 
  в точке наблюдения  , 0pP Z . В 
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результате, произведя в формуле (1.23) формальные переобозначения 

1 1 2 2, , ,p pr r r r     
        и положив 2 10, , 0p pr Z Z Z  

 , получаем [45] 

     

 

2 2

22 2 2

22
2 2

;0; 0; ;
4 4

exp 1 .
2

i k
p p p s s s

s

ps s
sl g p

s s s

k k
J Z r Z e J r dr d

Z

ZZ z rk
i k Z

Z Z Z

   


   

        
 

                      
       

   
      

  
    (2.64) 

Если в данном выражении ввести в рассмотрение истинную угловую координату элемента 

поверхности источника  s p s sr Z Z  
 , то после несложных вычислений окончательно 

получим [45] 

     
2

2 2

1 1
;0; exp

2 2p p s s s g p s
psl sl

Z
J Z J d Z

Z





              
      


       .    (2.65) 

Здесь через s
sl sl

p s

Z z

Z Z

 
  


 обозначен эффективный угол рассеяния, определяемый истинным 

углом рассеяния sl  на экране и его удалением z  от ГЛ.  

 Для получения конкретных оценок снова рассмотрим модель гауссова источника 

(2.49), для которого (2.65) интегрируется и принимает вид 

   
2

2 2
0 0

1
;0; xp

2 2
s

p p g p s
p

I Z
J Z e Z

Z

            
      

    
 

,     (2.66) 

где 2 2
0 0 sl    . Если величина 0  достаточно мала и центр источника расположен вдали 

от критических кривых ГЛ, то в результате фокусировки будут наблюдаться отдельные 

компактные изображения. В этом случае анализ распределения яркости внутри 

изолированного изображения можно провести, воспользовавшись упрощением (2.55): 

     
2

2 2
0 0

1
;0; xp

2 2
s

p j p g j
p

I Z
J Z e

Z 

            
      



     
 

.     (2.67) 

Вычислив теперь с помощью (2.57) блеск наблюдаемого изображения, мы снова приходим к 

выражениям (2.21) и (2.58). 

Из сравнения формул для распределений яркости при наличии рассеивающего экрана 

(2.66), (2.67) и при его отсутствии (2.50), (2.56) можно сделать следующие выводы:  

1. Наличие рассеивающего слоя в промежутке между линзой и источником 

 0 sz Z    фактически приводит к увеличению углового размера источника 

 2 2
0 0 0 0sl        с сохранением структуры изображений, формируемых ГЛ. При 

приближении рассеивающего слоя к источнику  sz Z   его влияние практически не 
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ощущается, т.к. 0sl  . С другой стороны, с уменьшением z  эффективный угол рассеяния 

sl  растет и при 0z   достигает наибольшей величины, равной 

,max
s

sl sl
p s

Z

Z Z
  


.          (2.68) 

2. Согласно (2.67) максимальные яркости всех изолированных изображений, 

наблюдаемые при углах 0j    
  , совпадают между собой и равны: 

      2
1 2 0;0;0 ;0;0 ... ;0;0 2p p p p p N p sJ Z J Z J Z I     .    (2.69) 

3. Интегральная по углам яркость (блеск) изолированных изображений не 

зависит от наличия или отсутствия рассеивающего экрана и совпадает с 

гравитационным значением (2.57).  

4. При проецировании же источника вблизи критических областей линзы 

максимальное усиление блеска изображений будет зависеть от эффективного размера 

2 2
0 0 sl     и, следовательно, от угла рассеяния sl . 

 Аналогичным образом с помощью приближения многослойного фазового экрана 

можно определить и влияние рассеивающего слоя при его расположении в промежутке 

между линзой и наблюдателем. В этом случае расстояние от рассеивающего экрана до 

центра масс линзы изменяется в пределах 0 pz Z   . После несложных, но достаточно 

громоздких вычислений можно получить следующее выражение для наблюдаемой 

деформированной ГЛ и рассеивающим слоем яркости протяженного источника [45]: 
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 
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 
         

                       
         

 
   

 
   

  (2.70) 

Несложно показать, что при 0z   формулы (2.65) и (2.70) совпадают. 

Действительно, предельный переход 0z   в (2.65) дает следующее распределение яркости: 

     
22 2

2 2

1 1
;0; exp

2 2
p s p s

p p s s s s g p
s s psl sl

Z Z Z Z Z
J Z d J Z

Z Z Z





                                    


       .(2.71) 

С другой стороны, из вида подынтегрального выражения в (2.70) следует, что при 0z   

основной вклад в интеграл дают углы 
 , близкие по значению к  . Учитывая это, положив 

     
    и линеаризовав аргумент дельта-функции по малым параметрам pz Z  и 

 , 

снова приходим к выражению (2.71). В дополнение к вышесказанному заметим, что 

формулы (2.65) и (2.70) допускают рассмотрения и предельных переходов 0sl   (нет 
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рассеивающего слоя) и 0g 


 (нет линзы), приводящих к хорошо известным результатам. В 

частности, согласно известному предельному представлению  - функции [46]:  

   2

2 20

1
lim exp

2 2

a
a



        
   

 
  ,        (2.72) 

из (2.71) при 0sl   получим еще одну полезную для дальнейшего анализа формулу для 

чисто гравитационного распределения яркости в точке наблюдения [16]: 

     ;0;p p s s s s g p
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J Z J d Z
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


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
       .      (2.73) 

Для гауссова источника (2.49) мы приходим к уже известному ранее распределению (2.50). С 

другой стороны, положив в (2.71) 0g 


 (нет регулярной фокусировки), получаем 

распределение яркости изображения источника при наличии на трассе рассеивающего слоя 

на удалении pz Z  от наблюдателя: 
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
     .   (2.74) 

 При наблюдениях эффекта гравитационной фокусировки с поверхности Земли 

основное влияние оказывают неоднородности среды, расположенные в непосредственной 

близости от наблюдателя. Например, в оптике таковыми являются атмосферные 

неоднородности, в радиодиапазоне – это неоднородности межзвездной и околосолнечной 

плазмы. Поэтому интересно рассмотреть случай, когда в (2.70) pz Z  , т. е. слой с 

неоднородностями расположен вблизи наблюдателя. При pz Z   формула (2.70) упрощается 

и принимает вид 
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 
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Для гауссова источника аналогично (2.66) получим 
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При наблюдении изолированных компактных изображений “небольшого” источника данное 

выражение может быть приближенно вычислено. Так, воспользовавшись линейной 

аппроксимацией (2.55), после интегрирования внутреннего интеграла в (2.76) по 
 в 

бесконечных пределах находим распределение яркости вблизи максимума j   го 

изображения [45]: 

 
   

     
2

2
2

2 2 2
0 0

1 1
;0; exp

2 2
s

pj p g j
pj jj

I Z
J Z

ZD qD

                         

       . (2.77) 
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Здесь введено обозначение 

 
22

2 21 4

j

jD
q



          
    

.         (2.78) 

Параметр   имеет простой физический смысл, он равен отношению угла рассеяния sl  к 

угловому размеру источника 0 : 0sl    . Легко показать, что деформирование 

распределения яркости согласно (2.77) происходит так, что блеск рассматриваемого 

изображения, определяемый согласно (2.57), не меняется: pj s jI I q . Заметим, что 

интегрирование по 
  в бесконечных пределах удобней проводить в “собственной” 

(повернутой) системе координат   
  , когда линеаризованное представление 

     g j j
p

Z
Q

Z
      

       принимает более простой вид   j
Q  

 . 

 Формула (2.77) позволяет проследить за деформацией структуры наблюдаемых 

изображений при изменении величины угла рассеяния. При малых sl , когда 2
jq  , имеем 

  1jD   , и распределение  ,pj pJ Z 
  практически совпадает с тем, которое формирует ГЛ 

(2.73). В другом же предельном случае сильного рассеяния, когда 2
jq  , имеем   4 2

j jD q    

и 

     2 2

2 2 2 2 2
0

;0; exp exp
2 2 2 2

j s js
pj p

sl sl sl

q I qI
J Z

             
          

 

� .     (2.79) 

Из сравнения формул с учетом рассеивающего слоя в промежутке между линзой и 

наблюдателем (2.77) и при его отсутствии (2.56) можно сделать следующие выводы: 

 1. При малых углах рассеяния  2
jq   распределение яркости изображения 

полностью определяется фокусирующим действием ГЛ (2.56). При этом максимальные 

яркости во всех изображениях одни и те же и совпадают с истинной максимальной яркостью 

источника: 

     1 2 0;0;0 ;0;0 ... ;0;0 2p p p p p N p sJ Z J Z J Z I    .      (2.80) 

 2. С ростом  2
sl jq    наблюдаемая картина изображений коренным образом 

изменяется. Максимальные яркости во всех изображениях согласно (2.79) уменьшаются 

по сравнению с невозмущенной яркостью источника на величину 2 1jq    и 

отличаются друг от друга на величину коэффициента усиления. Размеры же всех 

изображений, наоборот, растут, выравниваются между собой и становятся равными 

углу рассеяния sl . Другими словами, при 2
jq   все изолированные изображения 
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воспринимаются как изотропные гауссовы источники с характерным угловым размером sl  и 

максимальной яркостью 22s j slI q  . 

 3. Деформация распределений яркости под действием рассеяния не 

сопровождается изменением блеска изображений. 

 Подводя итог проведенного анализа, можно сказать, что наличие рассеивающего 

слоя на трассе источник – линза – наблюдатель приводит к дополнительной 

деформации распределений яркости в гравитационно линзированных изображениях. 

Деформации зависят от положения рассеивающего экрана относительно линзы и 

происходят так, что интегральный поток излучения (блеск изображений) не 

изменяется. В этом проявляется своеобразный закон сохранения энергии. Заметим, что 

данное утверждение справедливо только при рассмотрении изолированных 

изображений и чисто фазовых экранов. Для амплитудно-фазовых экранов (например, 

учет поглощения излучения в среде) данное утверждение неверно. 

 В заключение кратко остановимся на вопросе влияния на регистрируемую структуру 

изображений разрешающей способности приемного устройства. Известно, что отклик 

телескопа определяется в виде свертки приходящей лучевой интенсивности (яркости 

источника) с диаграммой направленности приемного устройства. Несложно показать, что 

при ширине диаграммы res , намного превосходящей характерные размеры изображений 

 j res j     даже при отсутствии на трассе случайно-неоднородного слоя, будет 

реализоваться ситуация, аналогичная (2.79), когда 2
jq  . Если же включить в рассмотрение 

еще и случайно-неоднородный слой, то ситуация станет еще более критичной. В этом случае 

в качестве эффективной ширины диаграммы направленности приемного устройства надо 

рассматривать уже не res , а 2 2
res sl   . Таким образом, влияние рассеивающего слоя на 

структуру наблюдаемого изображения, в зависимости от его положения на трассе сводится 

либо к увеличению углового размера источника излучения, если 0 sz Z   , либо к уширению 

эффективной диаграммы направленности телескопа, если pz Z  . 

 

2.4. Гравитационные линзы на космологических расстояниях 

 Представленные в предыдущих разделах результаты соответствовали случаю, когда 

наблюдатель, линза и источник излучения находятся на “небольших” по космологическим 

масштабам расстояниях и можно было не учитывать глобальную кривизну пространства-

времени Вселенной. В большинстве же из обнаруженных кандидатов в ГЛ в качестве 

источников излучения выступали, как правило, квазары, а в качестве линз – далекие 
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галактики. Поэтому полученные результаты необходимо было обобщить на случай 

космологических расстояний. Первые работы в этом направлении появились еще в середине 

60-х годов ХХ столетия [2,3], задолго до обнаружения в 1979 г. первой ГЛ Q0957+561. 

Комментарии и дополнительные ссылки по истории вопроса можно найти, например, в 

работах [4,16-18].  

 При анализе ГЛ эффекта, создаваемого космологическими объектами, необходимо, 

прежде всего задаться моделью Вселенной. Чаще всего рассматриваются модели Фридмана-

Леметра с метрикой Робертсона-Уоккера (FLRW) с учетом либо без учета космологической 

постоянной  . Детальный анализ показал, что практически все уравнения, полученные в 

приближении локально плоского пространства – времени, сохраняют свой вид и для 

космологических расстояний, если в качестве мер удалений пользоваться расстояниями, 

измеренными по угловому диаметру до источника (см., например, [4,17,40-43]). Например, 

уравнения линзы (2.1) и (2.19) легко переписываются путем простой замены обычных, 

евклидовых , , ,p s p sZ Z Z Z Z   на космологические – ”угловые”: p dZ D , s dsZ D , 

p s sZ Z D   и d ds sZ D D D D   :  

 gr r D r  
    ,          (2.81) 

   s g
d

D

D
          

       .         (2.82) 

Угол отклонения луча  g 
   и величина ей пропорциональная   

   определяются 

аналогично (2.20), как 

 
 

 

   
 

 
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,

g d d
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D r D d
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D
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D





           
 

            
  





    
 

      
 

       (2.83) 

где     2, 4cr cr c GD        
   . Остаются без изменения и все вышеприведенные 

выражения, описывающие энергетические характеристики линзы, выражаемые через   
  . 

Определение расстояний до наблюдаемых объектов, в том числе и “угловых”, 

является одной из актуальнейших задач внегалактической астрономии и космологии. Для 

некоторых моделей Вселенной удается получить строгие аналитические выражения, а для 

других – угловые расстояния определяются численными методами [4,16-18,47-50]. Здесь же 

в качестве примера укажем на приведенное в работах [49,51] выражение, полученное в 

рамках однородной и изотропной в среднем FLRW модели, основные свойства которой 

определяются с помощью нескольких основных параметров [52]. Прежде всего это значение 

постоянной Хаббла в современную эпоху, которое с учетом меры неопределенности часто 
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записывается в виде  0 100H h êì ñåê Ì ï ñ  , где безразмерный параметр h  лежит в пределах 

0,6 0,9h  . В дополнение к 0H  в рассмотрение вводят еще три безразмерные величины. 

Первой из них является параметр плотности вещества: 

2
08 3M MG H     ,          (2.84) 

где в пространственную плотность M  входят как барионная, так и невидимая 

составляющие. Вторым безразмерным параметром является величина, связанная с 

космологической постоянной  : 

2 2
03c H    .           (2.85) 

Третий параметр, который называется параметром кривизны, связан с современным 

радиусом кривизны пространства kR  [49,52]: 

2 2 2
0k kc H R    ,          (2.86) 

где  1Msign      . Из решения уравнения Фридмана [49,52] следует, что все три 

введенных параметра для однородной и изотропной модели должны удовлетворять 

следующему условию: 

1M k    .          (2.87) 

 Согласно представлениям, основанным на данных наблюдений [53-55], в 

современную эпоху мы имеем следующие значения параметров: 1M     

 0, 23 ; 0,75M     , т.е. 0k  . Равенство нулю параметра k  означает, что 1 0kR   и 

трехмерное пространство с высокой точностью эвклидово [54,55]. Для модели с 0k   

“угловое ” расстояние между двумя объектами с красными смещениями 1z  и  2 2 1z z z  

определяется с помощью следующего простого выражения [51]: 

 
 

2

1

1 2 1 2 3
20

1
,

1 1

z

z
M

c dz
D z z

zH z







   


.       (2.88) 

Если в данной формуле положить 1 0z   (наблюдатель), а 2 dz z  (дефлектор), то 1 2 dD D   

(угловое расстояние от наблюдателя до ГЛ). При 1 0z   и 2 sz z  (источник), 1 2 sD D   

(угловое расстояние от наблюдателя до источника излучения). И наконец, если 1 dz z , а 

2 sz z , то 1 2 dsD D   (угловое расстояние от линзы до источника излучения). В работе [49] на 

основе созданного алгоритма численного счета были построены кривые зависимостей 

угловых расстояний от красного смещения и для других FLRW космологических моделей. 

Исключением из общего правила являются лишь выражения для времен 

распространения сигналов. Детальный анализ, впервые проведенный в работе [36], показал, 

что для космологических расстояний формулы определения времен распространения 
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сигналов   ,p st  
   отличаются от своих значений для плоского пространства-времени лишь 

множителем  1 dz , который учитывает расширение Вселенной за время прохождения 

сигнала от линзы до наблюдателя. Так, структура полного времени распространения сигнала 

от источника к наблюдателю аналогично (2.36) имеет вид [17,50]  

       
0

2
, 1

2
d

s d d s g

D
c t z D d const

D





 
             

  




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

,     (2.89) 

С другой стороны, для временной задержки сигналов между отдельными изображениями 

аналогично (2.38) и (2.39) получаем следующие выражения [3,4,40-43]: 
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  (2.90) 

 

2.5. Гравитационная линза как пространственно - временной фильтр 

 Из предыдущего анализа следовало, что при гравитационной фокусировке происходит 

не только сложная деформация изображения источника, но и перераспределение внутри его 

яркости Если параметры источника и ГЛ не изменяются во времени то наблюдаемое через 

ГЛ распределение яркости  pJ 
  связано с истинным распределением  s sJ 

  по источнику 

выражением типа свертки (2.73), которое мы перепишем как  

     p s s s sJ J F d




         
     ,        (2.91) 

где    F     
     . Данные наблюдений гравитационных линз показывают, что 

распределение яркости  pJ 
  в наблюдаемом изображении очень неоднородно. Как правило, 

наблюдаются несколько компактных ярких областей (макроизображений), которые отстоят 

друг от друга на несколько угловых секунд. Сами же макроизображения имеют размеры, 

приблизительно совпадающие с размерами излучающих областей источников. Например, 

для квазаров эти величины в оптике составляют ~ 4 610 10   угл. сек. Для радиоисточников 

угловые размеры макроизображений могут быть на несколько порядков больше. 

Современные инструменты (телескопы, радиотелескопы) не обладают достаточным 

разрешением, чтобы исследовать тонкую структуру распределения  pJ 
  внутри таких 

макроизображений. В силу этого в точке наблюдения будет регистрироваться интегральная 

по углам яркость - блеск изображения (2.51). Усиление блеска источника, возникающее в 
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результате гравитационной фокусировки стационарного источника, характеризуется 

коэффициентом усиления линзы - q , который определяется согласно (2.52). 

В более общем случае, когда и параметры источника, и параметры линзы меняются во 

времени, задачу анализа фокусировки излучения необходимо решать с учетом времени 

распространения сигнала вдоль трассы. Свойства гравитационных линз в этом случае могут 

радикально отличаться от полученных в статическом приближении. Продемонстрируем это 

на достаточно простом примере, когда яркость источника sJ  изменяется не только по углам 

но и во времени -  ,s s sJ J t 
 , а все остальные параметры задачи (геометрия и параметры 

линзы) сохраняют свои значения. В этом случае формулы для регистрируемых яркости и 

блеска обобщаются и принимают следующий вид [56,57]: 

 ( , ) , ( , )p s s p s s sJ t J t t F d




               
             (2.92) 

( ) ( , )p pI t J t d




  
  .          (2.93) 

Выражение (2.92) имеет простой физический смысл. Каждому выбранному углу наблюдения 


  аппаратная функция линзы ( )s F     

   ставит в соответствие “точечный” элемент 

поверхности источника с истинным углом  s F  
   и поверхностной яркостью ( , )s sJ t

  

Временные изменения яркости источника ( , )s sJ t
  будут регистрироваться наблюдателем под 

углом 
  с временной задержкой   ( ) ,p p st t F     

    , равной полному времени 

распространения сигнала (2.89) вдоль ломаного луча, соединяющего “точечный” элемент 

поверхности источника  s
 , соответствующую ему точку экрана    и наблюдателя P  

Видно, что точное совпадение форм временных зависимостей блеска источника и его 

изображения происходит только для точечных источников, а при фокусировке протяженных 

источников возникают различия в формах временных кривых 

Для упрощения дальнейшего анализа в качестве протяженного в пространстве и 

переменного во времени источника излучения рассмотрим гауссов источник излучения: 

 2

2 2
0 0

( , ) exp ( , )
2 2

s ss
s s s

I
J t f t

        
   


  .       (2.94) 

Здесь 0  и  s


 - соответственно угловой размер и угловая координата максимума излучения 

источника а ( , )sf t 
 - безразмерная функция (порядка единицы) учитывающая временные 

изменения яркости Далее предположим, что источник изменяется во времени, как целое, по 

закону: 
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 
2

2
( , ) exp

2
s

s s

t t
f t h t

T T

      
  

          (2.95) 

где sT - характерная длительность импульса, а   1h t   при 0t   и   0h t   при 0t  . 

Рассматриваемая модель соответствует вспыхнувшему в момент времени 0t  , а затем 

постепенно угасающему с характерным временем sT  источнику излучения. Введенная в 

формуле (2.94) величина sI  определяет полную регистрируемую в точке наблюдения 

невозмущенную энергию источника: 

 ,s s s sI d dt J t
 

 

   
  .         (2.96) 

Для заданного модельного распределения согласно (2.92) распределение яркости в точке 

наблюдения определяется следующим выражением: 

       
2 2

2 2 2
0 0

1 1
( , ) exp exp ,

2 2 2
s

p s p p p
s s

I
J t F h t t t t t t

T T

                                           

       (2.97) 

где    ,p p st t F       
    . Анализ эффекта гравитационной фокусировки удобней проводить 

в нормированных величинах. Для этого в качестве характерного углового масштаба 0  

выберем угловой размер GL  кольца Эйнштейна – Хвольсона линзы  0 GL   . Удобство 

такого выбора, как будет показано ниже, связано с тем, что множественные 

макроизображения источника практически наблюдаются под углами, близкими к значению 

GL  системы. Введя теперь нормированные углы GL   
   s s GL   

  0 0 GL    , 

 ( ) GL GLF F    
   , а также нормированные времена st T  , и    ,p p s st F T        

    , 

перепишем распределение яркости источника (2.97) в следующем виде: 

       
2 2

2 2
0 0

1 1
( , ) exp

22 2
s

p p p s p

I
J h F

                                     

       .   (2.98) 

Кривую блеска наблюдаемого изображения  pI   получим, проинтегрировав (2.98) по всем 

возможным углам наблюдения: 

   ,p pI J d




    
  .          (2.99) 

Полную энергию принимаемого импульса аналогично (2.96) определим как 

 p pI I d




   .          (2.100) 

Вычисление кривых блеска. Для наблюдаемых в оптике кандидатов в ГЛ, как 

правило, величина 0 1  . Исключение составляют лишь достаточно протяженные 

радиоисточники, для которых 0  может быть порядка или даже больше единицы. Из теории 

ГЛ известно, что для источников с 0 1   фокусирующее действие поля тяготения 
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практически не сказывается. Поэтому в дальнейшем случай 0 1   мы рассматривать не 

будем. Согласно (2.98) из чисто пространственной части распределения видно, что при 

0 1   излучение приходит в точку наблюдения лишь из небольших областей пространства, 

лежащих вблизи точек j  
  , где показатель степени экспоненты обращается в нуль, т.е. 

когда  s jF  
  . Корни данного уравнения j  

  , как уже отмечалось ранее, определяют 

координаты максимумов излучения изображений, формируемых ГЛ. Предположив, что в 

результате ГЛ эффекта наблюдаются N  изолированных изображений источника  1, 2...j N , 

исследуем распределение яркости и блеска для одного из них, например, j -го. Для этого, 

введя в рассмотрение небольшие отклонения   от положений максимумов излучения j
  

( j    
   ), аналогично (2.55) упростим показатель степени экспоненты в (2.98): 

     
     

,

.

s j j

p j j p j

F F       

           

      

            (2.101) 

Здесь через  j p j     
  обозначено новое время, отсчитываемое от момента прихода 

излучения из точки c максимальной яркостью, когда j  
  . Поместим начало декартовой 

системы координат в центр яркости выбранного изображения  j  
  . В этом случае 

оператор градиента определяется в виде x y
x y

e e
 

  
 

   , где xe
  и ye

  - орты. После 

проделанных упрощений распределение яркости (2.98) вблизи максимума j -го изображения 

представляется так: 

     

     

2
0

22

2
0

,
2

1 1
exp .

2 2

s
p j j j j x j y j j x j y

j j x j y j x j y x j x j y y

I
J h A B A B

A B C D e D E e

                


                     

   

     

 (2.102) 

Все коэффициенты разложения  

, , , ,p p y yx x
j j j j j

x y x y y x

F FF F
A B C D E

    
     
     

         (2.103) 

вычисляются в точке j  
  . С учетом вышеизложенного после несложных вычислений 

интеграла (2.99) получим следующее приближенное выражение для кривой блеска j -го 

изображения: 

   

     

2

2 2

( ) , exp
1 22

1 exp 1 .
2 12 1 2 1

jj s j
p j j p j j j

j

j j j j j j

jj j

Rq I R
I d J

R

R R R

RR R





 
               

                                  


 

    (2.104) 
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Здесь введены следующие обозначения : 

2 2
0

1
j

j j

R
q H




,    2 2

j j j j j j j j jH B C A D B D A E          ,      (2.105) 

12
j j j jq C D E


    ,         (2.106) 

а  x  - интеграл вероятности. Из сравнения (2.106) и (2.58) видно, что введенная здесь 

величина jq  есть не что иное, как коэффициент усиления j  го изображения в приближении 

статического источника, когда временная функция в (2.94) ( , ) 1sf t  
 . 

 Из простых физических соображений следует, что в результате эффекта фокусировки 

усиление энергии невозмущенного импульса - sI  в выбранном изображении происходит 

только из-за пространственного перераспределения яркости и определяется статическим 

значением коэффициента усиления линзы jq . Следовательно, должно выполняться условие 

p j j sI q I  . Действительно, проинтегрировав (2.104) по всей области изменения  j j       , 

получим полную энергию сфокусированного импульса, приходящего в точку наблюдения от 

j  го изображения: 

 p j p j j j j sI I d q I




      .        (2.107) 

Для значений параметра 1jR  , воспользовавшись асимптотическим представлением 

 x  при больших значениях аргумента  1x  , из (2.104) получаем следующее 

приближенное выражение для  p j jI  : 

 
2

( ) exp
2
j

p j j j s j jI q I h
          
  

 .        (2.108) 

Видно, что кривая блеска наблюдаемого изображения формируется из невозмущенной 

кривой источника 

   
2

exp
2s sI I h

          
 

          (2.109) 

домножением последней на фактор усиления - jq . Следует однако заметить, что такое 

простое действие эффекта ГЛ наблюдается лишь при условии 1jR  . При небольших 

значениях jR  линза будет деформировать невозмущенную кривую блеска источника. Кроме 

того, из-за существующих различий величин jR , величины деформаций будут различными 

для разных изображений. На рис. 2.2 приведены зависимости    2 /p sQ I I q       при 

различных значениях параметра R . 
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Рис.2.2 
Деформация кривых блеска при различных значениям параметра R  

 

Пример. Следуя работам [56-58], в качестве примера рассмотрим фокусировку 

излучения квазара регулярной составляющей гравитационно линзовой системы (ГЛС) 

Q2237+0305 (“Крест Эйнштейна”).  

Модельные представления. Для ГЛС Q2237+0305 в пределах небольшой области 

диаметром 2  вблизи ядра галактики с красным смещением 0,04dz   наблюдаются четыре 

макроизображения далекого квазара с 1,7sz  , расположенные в виде креста. Эти 

изображения в последствии получили обозначения , , ,A B C D . Существует несколько способов 

задания модели распределения масс в ГЛС Q2237+0305 (см. работы [56-59] и ссылки 

приведенные в них). Исходя из имеющихся данных наблюдений модель была выбрана 

достаточно простой, но такой, чтобы с её помощью можно было объяснить наблюдаемую 

структуру изображений. Так, согласно фотометрии “Креста Эйнштейна” макролинза - 

галактика может быть представлена в виде суммы двух компонентов: протяженного диска и 

компактного ядра, центры масс которых приближенно совпадают. Для упрощения анализа 

предполагалось, что компактное ядро приближенно обладает сферической, а протяженный 

диск - эллиптической симметриями. Воспользовавшись этим, поместим начало декартовой 

системы координат XOY  в центр масс системы. а оси OX  и OY  направим вдоль осей 

симметрии дискового компонента. В силу принципа суперпозиции для полей тяготения 

диска и ядра общий угол отклонения луча  g 
   может быть представлен в виде суммы двух 

составляюших:      g g core g disc      
     . С учетом этого уравнение линзы (2.19) принимает 

вид 
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   s g core g disc
d

D

D
         

      .        (2.110) 

В данном разделе мы пока не будем рассматривать эффект микролинзирования. 

Поэтому здесь под гравитационными углами отклонения мы подразумеваем только их 

регулярные, усредненные по большим межзвездным масштабам составляющие (так 

называемое приближение макролинзы). Для модели, в которой размеры ядра меньше 

размеров области, где наблюдаются четыре изображения, можно воспользоваться 

приближением “точечной” линзы: 

  2

2 g core
g core

d

r

D


   



  ,          (2.111) 

где 22g core corer GM c  - гравитационный радиус ядра с массой coreM . С другой стороны, 

учитывая, что характерные масштабы изменения поверхностной плотности масс дискового 

компонента значительно превосходят размеры области, где наблюдаются четыре 

изображения квазара  2 , угол отклонения дискового компонента  g disc 
   вблизи центра 

галактики можно приближенно представить как      0g disc g disc    
    . С учетом 

проделанных упрощений суммарный угол отклонения и уравнение линзы вблизи центра 

системы определяются так:  

   2

2 g core d d
g disc x x y y

d disc

r D D
e e

D F D


         



    


,      (2.112) 

 
2

2
1 g core

s disc x x y y
disc

D
e e

F

 
           

    .       (2.113) 

В приведенных формулах через ,x ye
   обозначены орты прямоугольной системы координат и 

введены следующие обозначения:  

1 1
, .

2 2
disc x disc y disc x disc y

disc
disc d x y d x y

D

F D D

      
        

         


    (2.114) 

Легко показать, что величина discF , имеющая размерность длины, связана с наблюдаемой 

плотностью масс в центре диска  0disc  простым соотношением  2 4 0disc discF c G   , а 

безразмерный параметр disc  определяет величину асимметрии, вносимую дисковым 

компонентом вблизи центра галактики. Величина же 2g core g core dr D D    соответствует 

угловому радиусу кольца Эйштейна-Хввольсона ядра.  

Из уравнения линзы (2.113) следует, что при отсутствии асимметрии, вносимой 

диском  0disc  , центральный точечный источник излучения  0s   наблюдался бы в близи 

центра галактики в виде светящегося кольца радиуса 1GL g core disc g coreD F      . С учетом 
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этого уравнение линзы запишем в нормированных на величину GL  углах. Так, введя в 

рассмотрение нормированные углы  , 1GL s GL discD F      
     и новый параметр 

асимметрии  1disc discD F     , получаем 

  2

1
1 1s x x y y

disc

D
F e e

F

              

     .       (2.115) 

Время распространения сигнала. Согласно (2.89) и с учетом представления угла 

(2.112) можно вычислить добавку ко времени распространения сигнала  , st  
  , 

возникающую под действием поля тяготения дефлектора. По виду угла отклонения и связи 

   g g dH D    
    не составляет труда определить гравитационную составляющую эйконала 

(2.33): 

   
2 2

2 2 2

0

2 ln
2 2

d d
g g core x y

disc

D D
H r

F D


       





.      (2.116) 

Выбрав теперь в качестве произвольного угла отсчета 0  угловой радиус кольца Эйнштейна-

Хвольсона GL  с точностью до несущественной постоянной составляющей, получаем 

       

   

2
2 2

2 2 2
2 2 2 2 2

, , 1 2
2

1 2 2 ln .
22 2

d ds
p s s d s s g

d ds d d
d s s g core x y

disc l

D D
ct const c t const z H

D D

D D D D
const z r

FD D D

                      
  

                       

      
 

 
  

  (2.117) 

Так как красное смещение дефлектора достаточно мало  0,04dz  , “космологический”  

фактор 1 dz  в дальнейших расчетах будем полагать равным единице. То есть для 

рассматриваемой модели ГЛС Q2237+0305 анализ временных деформаций кривых блеска 

можно проводить так же, как для локально плоского пространства-времени. 

Введя теперь нормированные углы , s 
   и время st T  , после несложных вычислений 

получаем зависимость    ,p p s st F T        
    : 

       
2

2 2 2 2 2 2
0 2 2

1 1
1 2 2 1 1 ln

2 2p g x y x y

                                   

 . (2.118) 

Здесь 0  - постоянная составляющая времени распространения сигнала, 2 /g g core sr cT  , 

1
2

ds

disc

D D

FD

 
   

 




. На основе данных наблюдений и соответствующих оценок для ГЛС 

Q2237+0305 можно выбрать следующие значения параметров: 11, 44dsD D  , 0,3discD F  , 

4  , 0,9GL    и 0,16   [57,59]. 

Прежде чем исследовать деформацию кривых блеска, следует ввести некоторую 

предварительную информацию о фокусирующих свойствах рассматриваемой модели ГЛС 
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2237 0305Q  . Не вдаваясь в тонкости вичислений, в данном разделе отметим лишь следующее 

(детально этот вопрос будет исследован ниже в Разделе 4). Согласно уравнению линзы 

(2.115) из условия   0
,

,
det1 
















yx

sysxq



  уравнение критической кривой cr  
   

приближенно определяется как [57-59] 

  1 cos 2
2cr


     .          (2.119) 

Каустика же в нормированных угловых координатах имеет вид криволинейного ромба – 

астроиды: 

3 32 cos , 2 sincs x cs y         .        (2.120) 

В формулах (2.119) и (2.120) азимутальный угол   отсчитывается от оси OX , с которой 

совпадает ось симметрии диска. Анализ показывает, что если точечный источник излучения 

проецируется внутрь криволинейного ромба (2.120), то будут наблюдаться четыре его 

изображения, причем два из них расположены внутри критической кривой (2.119), а два – 

вне. При 0s 
  четыре изображения расположены симметрично в виде креста. При 

смещениях же источника из центра крест деформируется: изображения перемещаются по 

сложным траекториям, но все время два из них остаются внутри критической кривой, а два – 

вне. При s cs  
   некоторые из изображений сближаются, приближаясь при этом к cr

 . При 

проецировании источника строго на каустику происходит слияние некоторых изображений 

(для данной модели двух или трех). При выходе источника из каустического ромба два из 

слившихся изображения исчезают. Для источника, проецирующегося вне каустического 

ромба, наблюдаются только два изображения. Расчетные и наблюдаемые координаты 

изображений для центрального источника представлены в Таблице 2.1. 

 

 
Изобра-
жения 

Наблюдаемые 
положения 

Расчетные 
положения при  

0s 
  

jq
 

j
 

j
 

x  y  x y

A 0.325 -1.031 0 -1.08 2.261 0.251 0.446 

B 0.279 1.041 0 1.08 2.244 0.258 0.443 

C -0.880 -0.044 -0.94 0 0.969 5.21 0.774 

D 0.994 -0.099 0.94 0 3.395 0.015 0.526 

Ядро 0.000 0.000 0.000 0.000    

 

Таблица 2.1. 

Расчетные и наблюдаемые координаты изображений для центрального источника. 
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Кроме вышеизложенного, легко показать, что поле временных задержек (2.118) для 

рассматриваемой модели ГЛС имеет четыре точки экстремума, в которых функция  p 
  

принимает минимальные значения. Координаты данных точек соответственно равны: 

 

 

1,3 1 3

2,4 2 4

2
0,98, 0, ;

2 1 1

2 3
1.18, , .

2 1 1 2 2


       

   

  
     

  

      (2.121) 

Для сравнения в Таблице 2.1 приведены координаты четырех наблюдаемых изображений 

креста Эйнштейна, а также координаты этих же изображений для центрального источника, 

когда 0s 
 . Наличие минимумов в  p 

  говорит о том, что временные изменения, 

происходящие в источнике, будут регистрироваться в наблюдаемых изображениях в начале в 

направлении точек (2.121), а затем уже и в самих изображениях , , ,A B C D . Для найденной 

зависимости  p 
  безразмерный параметр jH  в (2.105) может быть представлен как 

 2
j g jH    

 , где  j 
  уже не зависит от g  и определяется только величиной параметра 

асимметрии  , относительным расстоянием /dsD D  и безразмерными координатами 

изображений. Для заданных координат четырех изображений были найдены 

соответствующие параметры jq , j  и    0[ ] / , , , ,j p j g j A B C D       
 , значения которых 

представлены в Таблице 2.1.  

Дальнейшие расчеты проводились для величины относительного углового размера 

источника 3
0 10   и нескольких значений параметра g . На рис. 2.3 представлены 

раздельные  pj jI   - (а) и суммарная    p pj jI I      - (б) кривые блеска изображений 

источника для случая 0.1g  . 

 

pj sI I

 

p sI I


   
Рис. 2.3 

Раздельные (а) и суммарная (б) кривые блеска изображений для значений параметра 0,1g   
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Видно, что при малых значениях g  по суммарной кривой блеска невозможно 

обнаружить присутствие отдельных изображений. С ростом величины g  в суммарной 

кривой блеска уже различается присутствие компонентов AB , D  и C , однако разделение 

“близких” компонентов A  и B  практически еще невозможно. Только при достаточно 

больших значениях g  появляется возможность разделения компонентов A  и B  в суммарной 

кривой блеска. На рис. 2.4 показана суммарная кривая блеска для значения параметра 

600g  .  

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220
0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

C

D

B,A

p sI I


   
Рис. 2. 4 

Суммарная кривая блеска для значения параметра 600g  .  

 

Рассмотренные выше кривые блеска относились лишь к “импульсной” составляющей 

в излучении источника (квазара). В действительности же излучение представляет собой 

сумму стационарной и импульсной составляющих. В этом случае невозмущенная кривая 

блеска источника, регистрируемая в точке наблюдения, имела бы следующий вид: 

    21
exp

2p stat sI I I h
           
 

 .       (2.122) 

Здесь statI const  - стационарная составляющая излучения источника. В результате 

фокусировки в точке наблюдения будет регистрироваться следующая зависимость 

суммарного блеска четырех изображений от времени: 

   

 

2

2

1
exp

2

1
exp .

2

p stat s j j j j
j

s
stat j j j j

jstat

I q I I q h

I
I q q h

I





            
 

           
  








,       (2.123) 

где 8.9j
j

q q   - суммарный коэффициент усиления всех четырех изображений источника 

Q2237+0305. 
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Обсуждение результатов и выводы 

Рассмотрение эффекта фокусировки излучения протяженного в пространстве и 

переменного во времени источника в поле тяготения астрофизического объекта с 

произвольным распределением массы, можно сделать некоторые выводы.  

1. Если в результате ГЛ эффекта наблюдаются несколько изолированных 

изображений источника, то вид кривой блеска отдельного изображения  pj jI   будет 

зависеть от величины параметра R , который одновременно учитывает геометрию задачи 

(расстояния от наблюдателя и источника до ГЛ, соответственно dD и dsD ), параметры ГЛ 

(суммарная масса линзы и её распределение внутри), а также параметры источника 

( 0 , s


, sT ). Для рассмотренной модели ГЛ Q2237+0305 (линза с квадруполем) величину 

параметра R  можно оценить как   2

0~ gR


  . 

2. В случае, когда 1R   ( 0 1g   , “маленький” источник излучения, “слабая” линза 

или “длинный” импульс), кривая блеска изображения  ,pI R  перестает зависеть от R  и 

отличается от невозмущенной кривой источника  sI   лишь множителем q .  

3. При небольших значениях R , когда 1R   ( 0 1g   ,“протяженный” источник 

излучения, “сильная” линза или “короткий” импульс), необходимо учитывать сглаживающее 

действие линзы. Из-за существующих различий в jR , величины деформаций будут 

различными для разных изображений.  

Подводя итог анализа эффекта фокусировки протяженного в пространстве и 

переменного во времени источника излучения, можно утверждать, что ГЛ работает 

подобно “радиотехническому” фильтру, пропуская без искажения низкие частоты 

(медленные вариации) и “зарезая” высокие частоты (быстрые вариации). 

Характерные времена изменений яркости источника sT , при которых необходимо 

учитывать сглаживающее действие ГЛ, можно определить как 0
g

s

r
T

c
    0 1g   . Например, 

для регулярной модели ГЛ Q2237+0305, считая, что масса ядра галактики 10~ 10M M �  

( 10~ 3 10gr êì ) и выбрав характерный угловой размер источника (квазара) в оптике равным  

4
0 ~ 10 , получим оценку 10sT ñåê . Из наблюдений же “креста Эйнштейна” в ИК диапазоне 

[60] величина 0  была оценена как 5 1
010 10    . Выбрав, например, 2

0 ~ 10 , получим 

оценку 310sT ñåê . 
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2.6. Закон сохранения энергии 

В заключительной части раздела кратко рассмотрим вопрос о периодически 

возникающих в литературе утверждениях о том, что при гравитационной фокусировке 

наблюдаются некоторые несоответствия закону сохранения энергии. Впервые подобное 

заявление появилось в 1969 г. в работе А.В. Бялко [61]. Оно было основано на оригинальной 

трактовке формулы для коэффициента усиления, полученной А. Эйнштейном и Г. Тиховым в 

1935-1936 гг. [62,63]. Действительно, из формул Эйнштейна - Тихова следовало, что по мере 

удаления наблюдателя от оси линзы коэффициент усиления, вычисленный для бесконечно 

далекого точечного источника (падение на ГЛ плоской волны), спадает, асимптотически 

приближаясь к единице, но оставаясь все время больше неё. В результате возникает иллюзия 

кажущегося усиления совокупной падающей на линзу энергии (нарушение закона 

сохранения). Объяснение данного парадокса автор [61] видит в изменении метрики вблизи 

фокусирующей звезды : “... поверхность сферы уже не равна 24 R , а меньше, что и вызывает 

увеличение потока”. В монографии [18] присутствует абсолютно несоответствующее истине 

утверждение, что при гравитационной фокусировке всегда наблюдается усиление излучения 

источника. Для подтверждения данного вывода в [18] даже доказана теорема о 

невозможности ослабления усиления при гравитационной фокусировке. Еще один пример 

фактического признания “нарушения” закона сохранения энергии можно найти в работе 

Пачинского [9]. Автор, рассматривая “простой”, с его точки зрения, пример модели 

гравитационной линзы в виде бесконечного однородного гравитирующего слоя, получает 

вдруг неожиданный результат. Оказалось, что на определенном расстоянии за 

гравитирующим слоем имеется плоскость, в каждой точке которой должна наблюдаться 

бесконечно большая сфокусированная интенсивность. При этом абсолютно непонятно, 

откуда должна быть взята дополнительная энергия для такой фокусировки. 

По поводу вышесказанного заметим следующее. Утверждение о нарушении закона 

сохранения [61] и всегда наблюдающемся усилении излучения источника [18] легко 

опровергается рассмотрением всей совокупности лучей, исходящих из источника излучения 

[16]. В приближении локально плоского пространства – времени рассмотрим фокусировку 

излучения точечного источника S  в поле тяготения сферически симметричной звезды с 

массой stM  и радиусом stR . Для упрощения и наглядности поменяем мысленно наблюдателя 

и источник излучения местами. Начало системы координат поместим в точку наблюдения 

P , а ось OZ  проведем через центр масс звезды stM  (рис. 2.5). Окружим теперь и 

наблюдателя P  и ГЛ замкнутой сферой достаточно большого радиуса и рассмотрим поток 

энергии, излученной “источником” P  и проходящий через сферу.  
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Рис. 2.5 

Распределение лучей по замкнутой сфере, охватывающей источник излучения  P  и ГЛ  stM  

 
Для этого, воспользовавшись вначале приведенными выше формулами, определим 

угол гравитационного отклонения луча, выходящего из точки наблюдения под 

произвольным углом ,  . В системе координат с центром в точке P  показатель преломления 

эффективной “среды” (1.62), создаваемой ГЛ с массой stM , в сферических координатах 

 , ,R R  


 представляется так: 

  2 2

2 2
1 , 2 cos

2 cos

g
p p st

p p

r
n R R RZ Z R

R RZ Z
     

 


,     (2.124) 

где 22g str GM c  - гравитационный радиус линзы, а pZ - расстояние от наблюдателя до 

центра масс звезды. Далее согласно линейному приближению геометрической оптики (см. 

(1.82)) находим угол гравитационного отклонения луча, выходящего из точки P  под углом 

,   [16, 64]: 

     
0 0

1 1 cos
, , ,

sin
g

g
p

r
n R dR e n R dR e

R Z

 

  
  

         
  

    ,     (2.125) 

где e
  - орт сферической системы координат. Анализ (2.125) показывает, что максимальный 

угол отклонения наблюдается для лучей, проходящих вблизи диска звезды, когда 

min 1st pR Z      ( min  - угловой размер звезды – линзы, видимый из точки наблюдения): 

min

max
min min

21 2
1

sin
g g g

g
p p st

r r rcos

Z Z R

 
    

 


.       (2.126 
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С ростом   угол гравитационного отклонения все время убывает. Например, в направлении, 

ортогональном направлению на линзу  2   , получаем  2 2g g p g str Z r R     


. Строго 

же в обратном направлении имеем   0g    


. Таким образом, для реальных небесных 

объектов (не черных дыр и космологических струн) для всех углов наблюдения на небесной 

сфере угол гравитационного отклонения чрезвычайно мал   
max

2 1g g g str R     
 

� . 

Для “бесконечно далекого” источника  s pZ Z  уравнение линзы в сферических 

угловых координатах    , , ,s s s       
   с учетом (2.125) записывается так: 

2 1 cos
,

2 sin
GL

s s

  
     


,         (2.127) 

где 2 1GL g p pr Z Z    - угловой радиус кольца Эйнштейна – Хвольсона. Заметим, что 

найденные выражения (2.125) и (2.127) справедливы практически по всей небесной сфере 

 min , 0 2         . Поле усиления блеска (излучения) “точечного” источника, как уже 

отмечалось выше, определяется как отношение бесконечно малых телесных углов: 

наблюдаемого - sind d d      и истинного - sins s s sd d d     : 

sin

sins s s s

d d d
q

d d d

   
 

   
.         (2.128) 

С учетом зависимости (2.127) находим  

 
1

2 2

2

sin sin

sin 1 cos 1
sin 1

2 sin 2 sin

s s

GL GL

d
q

d cos

  
  

        
      

.     (2.129) 

Воспользовавшись теперь малостью углов отклонения, после упрощения, окончательно 

получаем 

 
11 22 2 2 2

2 2 2

1 1 1
1 cos 1 1 cos

2 2 2 2sin sin sin
GL GL GL GLcos cos cos

q


            

            
      

. (2.130) 

С помощью (2.130) теперь можно определить область применимости формулы 

Эйнштейна-Тихова и исследовать влияние поля тяготения близлежащего массивного тела на 

блеск далеких “точечных” источников, наблюдаемых по всей небесной сфере. Например, при 

наземных наблюдениях мы хотим выяснить, насколько поле тяготения Солнца искажает 

данные наблюдений блеска далеких источников. Анализ показывает, что усиление 

происходит только в пределах небольшого телесного угла в направлении вперед на 

гравитирующую массу. Действительно для малых углов 1   выражение (2.130) 

приближенно равно: 
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 
12 4

4
1

2
GL GLq


 

   


,         (2.131) 

откуда видно, что 1q   лишь в пределах углов, удовлетворяющих неравенству 

min 1, 2 GL     . При min GL      коэффициент усиления представляется в виде, который 

в точности совпадает с хорошо известной формулой Эйнштейна – Тихова [16]: 

 
14 41 GLq


    .          (2.132) 

Расходимость усиления  q   при GL   связана с наличием критической кривой 

линзы (кольца Эйнштейна-Хвольсона). Заметим также, что область углов min GL      

соответствует инвертированному изображению, а l      - прямому. Для всех ”больших” 

углов на небесной сфере, когда 1, 2 GL     , коэффициент усиления согласно (2.129) и 

(2.131) быстро выходит на постоянное значение, которое меньше единицы: 

 
121 2 1GLq


    .          (2.133) 

Таким образом, несмотря на усиление излучения в узком конусе углов min GL     , 

для всех остальных значений   наблюдается слабое ослабление блеска источников. 

Суммарный же поток энергии через всю замкнутую поверхность, охватывающую и 

источник и наблюдателя, остается без изменения. Обратим также внимание еще и на то, 

что при гравитационной фокусировке, когда возникают области каустической тени, также 

возможны случаи и ослабления усиления, например, в областях каустической тени. Ни о 

каком нарушении закона сохранения энергии, отмеченном в работах [18,61], речи быть и 

не может.  

В качестве примера рассмотрим случай наблюдения далеких источников с 

поверхности Земли. Для учета влияния поля тяготения Солнца полагаем 

5 87 10 , 3 , 1,5 10st g pR êì r êì Z êì     . Отсюда получаем min 16  , 0,69GL    и min48 ,6 3GL     . 

Найденные оценки показывают, что источники, отстоящие на небесной сфере от диска на 

расстояния более чем в три радиуса Солнца, всегда слегка ослаблены  81 2 10q    . 

Остановимся еще на одном примере “нарушения” закона сохранения энергии, 

который был выявлен в работе Пачинского [9]. Автор, исследуя фокусировку излучения 

далекого источника бесконечным статистически однородным слоем материи, получил 

неожиданный результат. Он заключался в том, что однородный слой материи действует 

подобно идеальной линзе. Отсюда логически следовал вывод о том, что на определенном 

расстоянии за гравитирующим слоем расположена плоскость, в каждой точке которой 

должно наблюдаться бесконечно большое усиление падающего излучения. Видимое же 

наблюдателем из “фокальной” точки изображение источника – это вся бесконечная 
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плоскость линзы. В дальнейшем положительно воспринятый научным сообществом данный 

вывод неоднократно воспроизводился и использовался во многих последующих работах.  

Утверждение о наличии за бесконечным однородным слоем фокальной плоскости 

противоречит закону сохранения энергии. В Разделе 1 был рассмотрен известный в 

радиофизике закон сохранения вторых моментов поля за безграничным статистически 

однородным фазовым экраном вне зависимости от вида корреляционной функции 

пропускания экрана  f r r  
  .  

Как было показано в работе [65], сделанный в [9] вывод связан с некорректно 

выполненным предельным переходом от однородного диска к бесконечному слою. В 

качестве подтверждения сказанного рассмотрим вначале задачу о фокусировке плоской 

волны (бесконечно далекий точечный источник) в поле тяготения ГЛ, имеющей вид 

кругового диска радиуса discR , у которого поверхностная плотность масс обладает аксиальной 

симметрией     r r  
 . При этом предположим, что волна падает вдоль оси OZ , которая 

направлена ортогонально плоскости диска и проходит через его центр ( точка O  на рис. 2.6). 

С помощью теоремы Гаусса несложно показать (см., например, [16,17]), что угол отклонения 

луча с прицельным параметром r  определяется только массой диска  m r , заключенной 

внутри круга радиуса r : 

 
 

2 2

, ;2

, .

disc

g
disc disc

m r r RG r
r

M r Rc r

   


  .        (2.134) 

Здесь  disc discM m R  - полная масса диска.  
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Рис. 2.6 
Отклонение лучей света бесконечно далекого источника однородным гравитирующим диском 

 
 

Для однородного диска  r const  ,   2m r r    и для внутренних лучей  discr R  мы 

приходим к зависимости, характерной для идеальной линзы с фокальным расстоянием 

2 4F c G   : 
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  ,g disc

r
r r R

F
   

  .          (2.135)  

Тот факт, что  g r


 в (2.134) зависит только от массы диска, заключенной внутри 

круга радиуса r , и абсолютно не зависит от внешней массы кольца  discr r R  , позволяет, 

вроде бы, совершить предельный переход от диска к плоскости discR  . При этом 

получается вывод, что и вся плоскость должна обладать свойствами идеальной линзы 

(2.135). Ниже мы покажем, что ошибочность данного утверждения связана с некорректно 

выполненным предельным переходом discR  . Здесь же выскажем некоторые замечания 

общего характера. Из теории ньютоновского потенциала следует, что бесконечно 

протяженный гравитирующий слой создает во всем пространстве бесконечный потенциал 

тяготения    . Кроме этого, потенциал тяготения однородного слоя имеет еще и 

неоднородную составляющую, пропорциональную расстоянию Z  до слоя 

  , 0Z B Z B    . На языке “показателя преломления” мы фактически имеем дело с 

плоскослоистой “средой”, для которой должна наблюдаться регулярная рефракция лучей. 

Как показал анализ, проведенный в работе [65], рефракция лучей приводит к тому, что 

плоскослоистый слой - диск действует подобно волноводу, но не как идеальная линза. Для 

корректного выполнения предельного перехода от диска к плоскости мы должны, во-первых, 

не выходить за рамки приближения слабых полей тяготения, вызывающих малые углы 

отклонения (рефракции) и, во-вторых, учитывать конечность расстояния от источника 

излучения и наблюдателя до диска. Увеличивая радиус диска, мы тем самым фактически 

“приближаем” к нему источник и наблюдателя. Фокусирующие свойства диска при этом 

радикально изменяются. 

Для подтверждения вышесказанного рассмотрим в общем виде фокусировку 

излучения источника излучения S  в поле тяготения кругового диска. При этом 

предположим, что точечный источник находится на конечном расстоянии sZ  от 

геометрического центра диска O , а его поверхностная плотность массы  r
  в общем случае 

может и не обладать аксиальной симметрией (см. рис. 2.7).  

В выбранной системе координат потенциал тяготения  R


 во всем пространстве 

вокруг диска в сферических координатах  , ,R R  


 записывается так [65]: 

     
   

  









21222 cossincos2  rZRrZR

rdr
G

RR

RdR
GR

ss








.   (2.136) 

Здесь s z rR Z e r e  
     ( sZ  - расстояние от источника S  до центра диска, r

  - двумерный вектор в 

его плоскости), а интегрирование ведется по всей поверхности диска  . Согласно ранее 
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приведенной формуле (1.82) определим теперь угол отклонения луча, выходящего из 

источника под произвольными углами  ,  : 

   2
0

2
, , ,g g gR dR e e

c



             
    .       (2.137) 

Здесь 1 1

sin
e e

R R  
 

  
  

    - ортогональная к радиально исходящему из точки 

наблюдения лучу составляющая градиента, а e
  и e

  - сферические орты. 



X

Y

Z

R






sZS

R


R R
 

r


 r




 g r
 

X 

Y 

O

discR

 

 

Рис. 2.7. 
Отклонение лучей света при нахождении источника излучения на конечном расстоянии от однородного 

гравитирующего диска 
 

Несложные вычисления с учетом определения (2.136) дают следующие значения 

углов: 

   
 

 

   
 

 

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

sin cos cos2
, ,

cos sin cos

sin2
, .

cos sin cos

s
g

s s s

g

s s s

Z r r drG

c Z r Z r Z r

r r drG

c Z r Z r Z r









       
    

           
     

    
          





 

      (2.138) 

Заметим, что для бесконечно удаленного источника  sZ   полученные зависимости 

приводят к уже известному результату (см. (1.86)): 

 
 

 2 2

4
g

G r r
r r d r

c r r

     



    
  .        (2.139) 

Для однородного диска  r const 
  формулы (2.138) упрощаются и принимают вид 

 

 
   

   

2
2

2

0;

2 1 sin 1 cos
cos 1 1 , 0 1 ;

sin cos

2 1 cos
1 , 1 .

sin

g

g

disc
g

g

disc

r
arctg

R

r
arctg

R

  

     
                 

          

   (2.140) 
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Здесь 2 2 22 2g disc disc discr GM c G R c R      - гравитационный радиус диска, 2
disc discM R    - его 

полная масса, а s discZ R   - нормированное расстояние до источника. 

Выражение (2.140) дает возможность проследить за изменениями фокусирующих 

свойств однородного диска при изменении его параметров. Например, для больших 

дистанций sZ   1   получаем 

 
2

2
, 0 ;

1 cos
, .

sin

g disc s
disc s

disc
g

g disc
disc s

d disc

r Z
R Z

R

r
R Z

R


    
   

      

       (2.141) 

Из данного выражения следует, что для “внутренней” области отклонение лучей происходит 

так же, как и в идеальной линзе с фокусным расстоянием 2 22 4F disc g discZ R r c G    , а для 

“внешней” - как и в поле тяготения точечной массы (2.125).  

Второй предельный случай в (2.140) соответствует ситуации, когда источник 

находится вблизи диска (  1  . Например, для 0   получаем 

 

2 1 cos
, 0 2;

sin

2 1 cos
, 2 .

sin

g disc

disc
g

g disc

disc

r

R

r

R

  
       

       

       (2.142) 

Из сравнения формул (2.141) и (2.142) следует, что при изменении параметра   от больших 

 1   до малых  0   значений угол гравитационного отклонения в пределах передней 

полусферы  0 2     меняет знак на противоположный. Это говорит о том, что свойства 

гравитационной линзы-диска радикальным образом изменяются. Для наглядного 

представления изменения фокусирующих свойств диска на рис. 2.8 приведены графики 

нормированных кривых    2g g discr R   для различных значений  . Изменение знака  g   

при 0   допускает простое физическое объяснение. Согласно (2.136) в системе координат, 

начало которой помещено прямо в центр масс однородного диска   0 ,sZ r const  
 , 

распределение потенциала тяготения вдоль оси OZ   0   имеет вид 

   2 2
1 22 2

0

2 2
discR

disc

r dr
Z G G R Z Z

Z r

 
          

  
 .     (2.143) 

Из данного выражения следует, что для расстояний Z , намного превышающих радиус диска 

discR , потенциал  Z  представляется так же, как и для “точечной” массы: 

   2 2 2 1
2

disc

disc
disc disc

Z R

M
Z G R Z Z R

Z Z
            .     (2.144) 
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С другой стороны, для дисков больших размеров (в пределе однородная плоскость)  Z  

стремится к распределению, характерному для однородного поля: 

   2 22 2 2
disc

disc disc
R Z

Z G R Z Z R Z A B Z              
�

.    (2.145) 
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Рис. 2.8 

Зависимость нормированного угла отклонения    2g g discr R   
от угла   при различных удалениях источника излучения от диска: 

1 - 0  ; 2 - 0.05  ; 3 - 0.18  ; 4 - 0.35  ; 5 - 0.84  ; 6 - 2.75   

 

Зависимость  R A B Z   


 будет наблюдаться во всем пространстве и для 

бесконечного однородного слоя при условии, что ,A   а B   . Если мы теперь с помощью 

(2.145) определим силу, действующую на пробную частицу массы m , то получим  

, 0;

, 0.
z

z

e Z
F m Bm

e Z

 
     


 

          (2.146) 

Из (2.146) следует, что частица, “брошенная” c произвольной начальной скоростью в 

сторону от слоя, в конце концов вернется обратно к слою, проскочит его, снова вернется к 

нему и т.д. Другими словами, пробная частица будет колебаться вблизи массивного слоя, 

перемещаясь вдоль него, если в начальной скорости будет составляющая вдоль слоя. 

Аналогичное “волноводное” распространение будет наблюдаться и для корпускулы - фотона. 

С точки зрения электродинамики, эффективная “среда”, соответствующая потенциалу 

(2.145), представляет собой плоскослоистую среду, для которой наблюдается волноводное 

распространение электромагнитных волн [66].  

Таким образом, все имеющиеся в литературе “выводы” о фокусирующих 

свойствах бесконечного однородного слоя могут быть отнесены только к однородному 

диску.  
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3. Статистический анализ эффекта микролинзирования 

 

 Из общей теории ГЛ эффекта (см., например, монографии [16-18]) известно, что на 

наблюдаемые через ГЛ характеристики излучения далеких источников, кроме регулярных, 

существенное влияние оказывают и различные случайные факторы. В радиодиапазоне к 

таковым можно отнести плазменные неоднородности межзвездной и межгалактической 

среды [16]. В оптике и ИК диапазоне – это газовые и молекулярные облака. Отдельно в 

статистике ГЛ стоит исследование влияния полей тяготения компактных образований – 

микролинз, которые случайным образом распределены и перемещаются внутри галактик или 

звездных скоплений. В данном разделе в приближении квазистатики вначале кратко опишем 

основные результаты статистического анализа эффекта микролинзирования, затем укажем на 

прямую аналогию задачи рассеяния электромагнитной волны в полях тяготения микролинз - 

звезд с квантовомеханической задачей многократного рассеяния заряженных частиц 

(электронов) на атомных ядрах. В заключительной части раздела сформулируем основные 

выводы и выскажем ряд критических замечаний по состоянию теории ЭМЛ. 

 

3.1. Основные уравнения статистического анализа 

При рассмотрении линзового эффекта, создаваемого полями тяготения таких сложных 

объектов, как галактики или звездные скопления, необходимо учитывать, что масса внутри 

скоплений сосредоточена не только в крупномасштабных диффузно распределенных 

областях (например, пылевые или газовые облака, а также темная материя), но и 

сосредоточена в компактных образованиях. Количество таких объектов внутри скопления 

достаточно велико. Например, только число звезд в спиральной галактике, подобной нашей, 

может достигать значений 10 1210 10N   . Следует также заметить, что, кроме звезд, в качестве 

микролинз могут выступать еще и звездоподобные и планетоподобные тела, количество 

которых внутри скопления тоже достаточно велико. Теоретические исследования ЭМЛ, как 

правило, проводят на основе двумерной модели распределения звезд в скоплениях. При этом 

в “классической” постановке задачи рассматривают равномерное в среднем распределение 

микролинз-звезд и пренебрегают корреляцией их положений между собой. Несмотря на то, 

что данное модельное представление не позволяет делать предсказания “тонких” эффектов 

по наблюдаемым флуктуациях блесков изображений (под действием ЭМЛ), оно 

оправдывается следующим. Во-первых, в данном представлении используется минимальное 

число свободных параметров, а во-вторых, наше незнание истинных пространственных 

распределений звезд в скоплениях делает бессмысленными модельные уточнения, 

приводящие к небольшим количественным поправкам (см., например, [14,15]).  
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Поле тяготения, усредненное по большим межзвездным объемам распределения 

материи, создает глобальный линзовый эффект всего скопления в целом. Такая линза в 

литературе получила название “макролинзы”. Компактные тела, случайно расположенные 

внутри скопления, своими полями тяготения также создают линзовый эффект, но 

существенно меньшего масштаба. Эффект фокусировки в гравитационных полях 

компактных “маломассивных” объектов получил название эффекта “микролинзирования” 

(ЭМЛ). Несмотря на то, что пространственные масштабы микролинз малы, тем не менее их 

влияние приводит к заметным вариациям блесков макроизображений источников излучения 

- квазаров. В дальнейшем протяженную составляющую массы в скоплении мы будем 

условно называть “диффузной”, а компактную – “звездной”. 

В основу статистической теории ЭМЛ положены приближения квазистатики и 

тонкого фазового экрана. Законность применения метода тонкого фазового экрана, как 

правило, обосновывают следующим. Кроме густо населеных областей в пределах ядер 

галактик, пространственная плотность микролинз-звезд внутри скопления достаточно мала. 

В этом случае пренебрегают эффектом перерассеяния излучения с одной микролинзы на 

другую, что и позволяет использовать приближение тонкого экрана. В теории 

микролинзирования считают, что все микролинзы расположены в одной плоскости, 

совпадающей с плоскостью, проходящей через центр масс макролинзы ортогонально оси 

OZ , соединяющей наблюдателя P  с центром масс ГЛ (рис.1).  

 

 
 

Рис. 3.1 

Взаимное расположение источника излучения  S , наблюдателя  P  и галактики-линзы  GL ,  

внутри которой присутствуют микролинзы-звезды 
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Собственными размерами микролинз, как правило, пренебрегают и задают их в виде 

точечных масс lM , расположенных в точках с координатами  Nlrr l ,...2,1  . Для данного 

представления поверхностная плотность массы   2
st r êã ì    
  и суммарный угол отклонения 

 g st r
   звездной составляющей в линейных координатах определяются так: 

   
1

N

st l l
l

r M r r


      ,          (3.1) 

 
 2

1

2
N

l
g st gl

l l

r r
r r

r r


  




  
  .         (3.2) 

Данные формулы удобно также представлять и в угловых переменных ,d l l dr D r D   
   : 

   2
1

1 N

st l l
ld

M
D 

        ,         (3.3) 

 
 2

1

2N
gl l

g st
l d l

r

D

 
   

 


  
  .         (3.4) 

Здесь 22gl lr GM c  - гравитационный радиус l  - й микролинзы. Суммарный угол отклонения 

 g 
   всего скопления в целом равен сумме диффузной g dif


 и микролинзовой g st


 

составляющих: 

     g g dif g st      
     .         (3.5) 

Уравнение линзы в угловых переменных (2.82) принимает вид 

 
 

2
2

1

N
l

s g dif g l
ld l

D

D 

 
       

 


    
  ,        (3.6) 

где 2g l gl dr D D    - угловой радиус кольца Эйнштейна - Хвольсона l - й микролинзы. 
 

Для проведения статистического анализа необходимо прежде всего задать N - мерную 

плотность вероятности  1 1, ;........ ,N N NW M M 
   распределения случайных углов l

  и масс lM . 

Как уже отмечалось выше, в теории ЭМЛ пренебрегают статистической зависимостью 

микролинз между собой. В этом случае многомерная плотность вероятности распадается на 

произведение N одномерных функций  1 ,l lW M
 . Если еще и предположить, что микролинзы 

имеют приблизительно одинаковые законы распределения, а координаты l
  и массы lM  для 

каждой микролинзы статистически независимы, то получим следующее представление: 

         1 1 1 1 1 1
1

, ;...... ,
N N

N N N l l l l
l

W M M W W M W W M


          .     (3.7) 

Как и положено, в теории статистического анализа, функция NW  должна удовлетворять 

условию нормировки: 
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     1 1 1 1 1 1
0 0

... ... , ;.... , 1 1

N

N
N N N N N l l l ld d dM dM W M M d W dM W M

   

 

 
         

 
   

     .  (3.8) 

С помощью N - мерной функции ркаспределения могут быть вычислены основные 

статистические характеристики сложных ГЛ. Некоторые из них будут рассмотрены ниже. 

Так, например, в определении (3.5) выделим регулярную  g   
   и флуктуирующую 

 g 
   составляющие полного угла отклонения: 

     g g g       
     ,         (3.9) 

где 

     g g dif g st          
      ,        (3.10) 

       , 0g g st g st g             
       .      (3.11) 

С учетом разделения полного угла отклонения уравнение линзы (3.6) также представляется в 

виде суммы регулярной и флуктуирующей частей: 

   s g g
d

D

D
          

      .        (3.12) 

Согласно определению, регулярный угол отклонения  g   
   связан с крупномасштабным 

(усредненным по большим межзвездным расстояниям) распределением материи, а 

флуктуирующая часть  g 
   определяется её локальной неоднородностью. В силу этого 

пространственный масштаб изменения  g   
   на много порядков превосходит 

аналогичный для  g 
  .  

При наблюдении через ГЛ протяженного источника с невозмущенным 

распределением яркости  s sJ 
  мы согласно (2.47) и (2.48) будем регистрировать следующее 

распределение яркости и блеск изображения: 

     

   

,

.

p s s g g
d

p s s g g
d

D
J J

D

D
I J d

D





 
              

 
 

              
 



      

      
      (3.13) 

Из-за того, что в уравнении линзы присутствует случайная величина  g 
  , ясно, 

что наблюдаемые характеристики излучения будут носить случайный характер. Основная 

задача статистического анализа при этом сводится к определению детерминированных 

средних характеристик. В частности, интерес представляет нахождение средней яркости 

 pJ  
 , среднего блеска pI  , среднего квадрата флуктуаций блеска 

22 2 2
I p p p pI I I I              и индекса мерцания 2 2 2

m I pI     . Согласно (3.13) мы 

можем записать следующие выражения для средних величин: 
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     p s s g g
d

D
J J

D

 
                  

 

       ,     (3.14) 

   p s s g g
d

D
I d J

D





 
                 

 


       ,     (3.15) 

   

   

2
1 2 1 1 1

2 2 2 ,

p s s g g
d

s s g g
d

D
I d d J

D

D
J

D

 

 

 
                   

 
 

              
 

 
       

     
    (3.16) 

из которых могут быть получены и все остальные. 

 Прежде чем переходить к анализу вышеприведенных выражений, отметим одно 

общее свойство рассматриваемых энергетических величин. Строго говоря, из вида 

определений (3.14-16) следует, что  

   
0g

p pJ J
 

    
  , 

0g
p pI I

 
    и 2 2

0g
p pI I

 
    .     (3.17) 

Отсюда вытекает некоторая неопределенность понятия “макролинза”, которое широко 

используется в литературе. Оно требует уточнения. Под “макролинзой”, как правило, 

понимают фокусирующее действие, вызываемое только регулярной частью угла отклонения 

 g   
  , т.е. при условии, что флуктуации отсутствуют   0g  

  . При этом считают, что 

средний блеск изображения источника pI   совпадает со значением 
0g

pI
 
 , т.е. 

определяется средним углом отклонения  g   
  , который, в свою очередь, линейно связан 

со средней поверхностной плотностью массы линзы     
 . Однако более корректным и 

соответствующим условиям наблюдения было бы определение понятия “макролинза” через 

средний регистрируемый блеск pI  . Как будет показано ниже, в случаях, когда 

наблюдаются изолированные компактные изображения источника, можно приближенно 

считать, что 
0g

p pI I
 

    . С другой же стороны, 
0g

p pI I
 

     при наблюдениях 

источников, которые проецируются вблизи критических областей линзы.  

 

3.2. Приближение локально однородного диска 

Строгий анализ уравнения (3.12) и соответствующих статистических характеристик 

(3.14-16) в общем случае не представляется возможным. Поэтому в теории 

микролинзирования часто прибегают к всевозможным упрощениям. Некоторые из них будут 

рассмотрены ниже. 

Предположим, что гравитационной фокусировке подвергается излучение небольшого 

по размерам (“точечного”) источника, центр яркости которого расположен под углом 
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s s  
 и рассмотрим уравнение (3.12) только с регулярной составляющей угла отклонения 

 g   
   и s s  

 : 

     s g g dif g st
d d

D D

D D
                   

         .     (3.18) 

Действительные корни ( 1, 2,...)j j   
  данного уравнения определяют структуру “центров” 

яркости наблюдаемых макроизображений. Если под действием фокусировки наблюдаются 

несколько отдельных компактных изображений, то анализ влияния регулярной 

составляющей угла отклонения на произвольно выбранное, например, j -е изображение 

можно приближенно оценить, линеаризовав уравнение линзы для регулярной составляющей 

угла отклонения (см. Раздел 2.1) и поместив начало новой системы координат в его центр 

яркости. Направления осей ,OX OY  выберем так, чтобы матрица усиления   j
Q  имела 

диагональный вид     jj
Q Q  . В дальнейшем для упрощения записей будем опускать 

штрихи у “собственной” системы отсчета. Для небольших отклонений углов 

,s s s j       
      вместо (3.18) можно записать приближенное представление:  

 1 , 0

0 , 1s Q
    

         

   ,        (3.19) 

С учетом сделанного упрощения запишем теперь полное уравнение линзы (3.12) в виде 

     
1 , 0

0 , 1s g g
d d

D D
Q

D D

    
               

       .    (3.20) 

Здесь      dif st       
    и      dif st       

    - нормированная поверхностная плотность 

масс и сдвиг, вычисленные через производные от регулярной составляющей cуммарного 

угла (3.10) для значения угла j  
  (см. Раздел 2.1). Флуктуирующая часть угла отклонения 

 g 
   в новых координатах ,j l l j       

      определяется как 

 
   2 2

1 1

2 2N N
gl gll l

g
l ld dl l

r r

D D 

    
     

   
 

    
    .      (3.21) 

В дальнейшем мы не будем вводить дополнительных обозначений  , l
  и s

 , а будем 

писать, как и ранее,  , l
  и s

 , считая, что данные величины отсчитываются уже в новой 

системе координат относительно своего “макроцентра”. 

Заметим, что в уравнении (3.20) средний угол g st  


 входит дважды. Один раз он 

учитывается при определениях st  и st , а второй раз – в g


. Чтобы этого избежать, часто 

величины   и   рассчитываются только для диффузного распределения материи, а действие 

микролинз учитывается напрямую, без выделения регулярной и случайной составляющих. В 

этом случае приближенное уравнение линзы имеет вид 
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 2
1

1 , 0 2

0 , 1

N
dif dif g l

s
ldif dif d d l

rD

D D

      
           


  
  .      (3.22) 

 Из сравнения регулярных частей уравнений (3.20) или (3.22) с ранее полученным 

выражением (2.135) видно, что замена в небольшой окрестности апертуры линзы истинного 

регулярного угла отклонения его линейным приближением фактически означает переход от 

реальной сложной “линзы” к локально “идеальной”, имеющей два радиуса кривизны 

преломляющей поверхности. Несложно показать (см., например, [67,68]), что линза, 

отвечающая регулярной части уравнения, может быть создана эллиптическим диском с 

однородным распределением поверхностной плотности массы. Поэтому данное (линейное) 

приближение получило название приближения локально однородного диска.  

 

3.3. Функция распределения углов гравитационного отклонения лучей 

В первых работах по учету эффекта микролинзирования [10,12] авторами 

рассматривалась задача нахождения средней яркости  pJ  
  (3.14) и среднего блеска pI   

(3.15) источника после того, как его излучение по пути к наблюдателю претерпело рассеяние 

в полях тяготения большого количества микролинз  1N  . Указанные средние величины 

можно найти с помощью N -мерной функции распределения (3.7). Например, среднее 

распределение яркости в окрестности j -го макроизображения в общем случае определяется 

так: 

   

   

1 1 1 1... ... ... , ;... ,

.

p N N N N N

s s g
d

J d d dM dM W M M

D
J Q

D

        

 
       

 

 
    

         (3.23) 

Задачу вычисления (3.23) можно существенно упростить, если вместо усреднения по 

случайным положениям l
  и массам lM  отдельных микролинз в данном выражении перейти 

к непосредственному усреднению по флуктуации суммарного угла отклонения g


. Для 

этого на основе известных формул функциональных преобразований нужно вместо 

 1 1, ;... ,N N NW M M 
   построить новую функцию распределения  N gW    

  : 

   1 1, ;... ,N N N N gW M M W       
   ,        (3.24) 

с помощью которой процедура усреднения принимает вид 

          .p g N g s s g
d

D
J d W J Q

D

 
                    

 


            (3.25) 

 Следуя схеме рассуждений работ [10,12,17], на простом примере покажем основные 

принципы построения функции распределения  N gW    
  . Рассмотрим задачу рассеяния 
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узкого пучка излучения “простой” (по мнению авторов) моделью ГЛ, представляющей собой 

бесконечный достаточно тонкий плоский слой, состоящий только из микролинз. При этом 

предполагается, что средняя поверхностная плотность микролинз в слое постоянна, а 

плоскость, в которой они расположены, ортогональна оси OZ , соединяющей центр яркости 

компактого источника S  и наблюдателя P  (см. рис. 3.2). На поверхности бесконечного слоя 

рассеивателей вокруг точки O  мысленно вырезается круг достаточно большого радиуса discR  

(возможно, и бесконечного). N  микролинз, попавшие в пределы круга  0 l disc disc dR D     , 

называются “ближними”, а расположенные вне диска  l disc    - “дальними”. Влияние 

“ближних” микролинз на лучи света, проходящие в пределах диска  disc   , учитывается 

непосредственно в виде суммы конечного числа слагаемых. Внешние же, далекие по 

отношению к диску микролинзы, учитывались усредненным действием, т.е. считается, что 

   g g      
    при  l disc    [12]. 

 ZdsDS

X 

Y 

dD

 



 







discR

P
disc

lM

l

0

 
 

Рис. 3.2 
Модель ГЛ в виде круглого диска с микролинзами, находящегося внутри бесконечного слоя. 

 

Для вычисления функции распределения  N gW 


 флуктуаций суммарного угла 

отклонения g


, возникающих под действием внутренних микролинз, необходимо, прежде 

всего, конкретизировать закон распределения положений микролинз внутри диска. В 

рассматриваемой модели для “ближних” микролинз функция (3.7) и условие нормировки 

(3.8) определяются так: 

   12
1 1

1
, ;

, ;...... ,

0 , ;

N

l l disc
N N N disc

l disc

W M
W M M

 
        


  


 


     (3.26) 
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   1 12 2
0 0 0

1 2
1

disc

l disc

l l l l l l l
disc disc

d W M dM d W M dM
 

 

    
    



 .     (3.27) 

Строго говоря, в рассматриваемом представлении необходимо было бы еще и учесть, что 

число микролинз, попавших внутрь диска, также является случайной величиной. Для 

описания распределения N  обычно используют закон Пуассона [85]: 

 
!

N
NN

W N e
N


  ,          (3.28) 

где N  - среднее количество микролинз внутри рассматриваемого диска. Известно, что для 

распределения Пуассона среднеквадратичное отклонение равно  
1 22

N N N N        
. Для 

больших средних значений 1N   имеем 1 1N N N   , и функция распределения  W N  в 

основном сосредоточена вблизи значений N N . Учитывая это, в оценочных формулах, 

представленных ниже, согласно работам [10,12,17] везде необходимо подразумевать, что 

N N . 

С помощью (3.26) определим вначале такие величины, как средняя поверхностная 

плотность массы внутренних микролинз и средний угол гравитационного отклонения лучей: 

   2 2 2 2
1

1 N

st l l
ld d disc d

M N M
M

D D D 


   
            


   ,     (3.29) 
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g l
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M N

c D c D

G M N G M
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c D c D




 

    
            

   

     
      

  






    
   

 
 

 

    (3.30) 

Здесь M   - средняя масса микролинз, а 2
discN    - их средняя угловая поверхностная 

плотность (среднее количество микролинз, приходящееся на единицу телесного угла). 

 После проделанных вычислений запишем теперь выражение (3.15) для средней 

яркости наблюдаемого через рассеивающий слой изображения источника: 

     1p s s g
d

D
J J

D

 
              

 

     .       (3.31) 

Здесь 
2 2

4
st

d

GD M

c D 
  

    


 - так называемая оптическая толщина диска, а флуктуационная 

составляющая угла отклонения представляется в виде 

 
 2

1

2N
g ld l

g
l d l

rD

DD 

 
    

 


   
 

.        (3.32) 

Выражение для   можно записать еще и в других формах. С одной стороны, с учетом 

определения 2 4cr c GD     и соотношения (3.29) получаем, что st cr      . С другой, 

учитывая, что квадрат среднего углового радиуса кольца Эйншейна-Хвольсона отдельной 
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микролинзы определяется как 2 2 24g dGD M c D    , получаем еще одно представление 

2
g    .  

 Таким образом, для микролинз, расположенных в пределах рассматриваемого диска  

 l disc   , имеем  g dD D     
   , а  g 

   определяется согласно (3.32). При учете же 

влияния “дальних” микролинз  l disc    в работах [10,12,17] предполагалось, что 

регулярная часть угла отклонения в этом случае определяется так же, как и для внутренней 

области     g d g dD D D D        
     , а флуктуирующая практически равна нулю 

  0g  
  . Данное утверждение объяснялось следующим. Видимое через бесконечно 

протяженный слой с микролинзами изображение ”точечного” источника, с одной стороны, 

будет наблюдаться вблизи центра мысленно вырезанного диска  0  , а с другой, иметь 

небольшие размеры. Влияние удаленных областей слоя на изображение источника, 

расположенное вблизи центра диска, в этом случае будет происходить осредненным 

образом, т.е. так же,  как и в случае однородного слоя. При оценке осредненного влияния 

был использован результат работы Пачинского [9], в которой утверждалось, что 

бесконечный однородный слой материи должен фокусировать лучи по закону идеальной 

линзы:  g dD D   
   . Два указанных обстоятельства и позволили авторам [10,12,17] 

сделать вышеприведенное (ошибочное) предположение. 

Сформулируем теперь следующую классическую для теории вероятности задачу. С 

помощью исходной функции распределения (3.26) необходимо определить новую функцию 

 N gW    
  , где  g 

   представляется в виде суммы большого числа слагаемых (3.32). 

Прежде чем приступать к решению, авторы делают некоторые упрощения. Как уже было 

отмечено выше, наблюдаемое через неоднородный слой изображение источника с 

небольшими угловыми размерами группируется вблизи начала отсчета (точки O ). Учитывая 

это, функция распределения  N gW    
   в работах [10,17] вычислялась лишь для небольшой 

области углов, прилегающих к центру статистически однородного диска  0 
 , когда (3.32) 

приближенно представляется так: 

     2
1

2
0 0

N
g l l

g g g
l d l

r

D


      




   .        (3.33) 

Для построения    0N g N gW W         
   использовался хорошо известный метод Маркова 

(см., например, [69]) или, как его еще часто называют, метод характеристической функции. 

Суть его заключается в следующем. С помощью многомерной функции распределения 

(3.26), найдем среднее значение функции  exp gi
 , где 

  - произвольный двумерный 
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вектор – параметр, а g


 представляется в виде суммы большого числа статистически 

независимых слагаемых (3.33): 

    12
0

2
expg

N Ni gl l
N

l d l

r
F e i F

D




          
  





   .      (3.34) 

Здесь  1F 
  - характеристическая функция одного слагаемого, определяемая с помощью 

одномерной функции распределения  1 ,l lW M  как 

   1 12 2 2
0

2 21
exp exp

l disc

gl gll l
l l l

d dl disc l

r r
F i d W M i dM

D D



 

                 
        

 


 
    .   (3.35) 

Искомая функция распределения  N gW 


 суммарного угла g


 определяется через обратное 

преобразование Фурье от характеристической функции  NF 
 : 

 
 

 2

1

2
gi

N g NW F e d


  



   



    .        (3.36) 

Таким образом, для нахождения    0N g N gW W         
   нам необходимо, прежде 

всего, определить  NF 
 , которая в свою очередь выражается через характеристическую 

функцию одного слагаемого  1F 
 . При нахождении  1F 

  проинтегрируем вначале (3.35) по 

азимутальному углу между векторами g


 и  . В результате получаем 

     1 1 1 02
0 0

22 disc
gl

l l l l
d ldisc

r
F F d W M J dM

D

   
         

 
 ,      (3.37) 

где  0J x  - функция Бесселя первого рода нулевого порядка. Введя в рассмотрение новую 

нормированную переменную disc lt    , перепишем (3.37) как 

   1 1 03
1 0

2
2 g l

l l
disc

rdt
F W M J t dM

Rt

   
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 
  .        (3.38) 

Для рассеивателей, имеющих примерно одинаковые фиксированные массы 

    1 l lW M M M   , выражение (3.38) упрощается и принимает вид [17] 

 1 03
1

2
2 g

disc

rdt
F J t

Rt

  
   

 
 ,         (3.39) 

где 22gr GM c  - гравитационный радиус отдельной микролинзы. Введя в рассмотрение 

обозначения mina   , где min 2 g discr R   - минимальный угол гравитационного отклонения, и 

используя известные формулы преобразования для бесселевых функций, авторы [10,17] 

получают приближенное выражение для  1F  : 

         
2 2 1

3
0 0 1 03

1 1

2
2 1 ln

2 2 2

dt a a dt a e
J at J at J at J at O a

t at

   
      

 
  .    (3.40) 
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Здесь 0,577...   - постоянная Эйлера. С учетом (3.40) при большом количестве микролинз в 

диске  1N N   можно получить следующие приближенные представления 

характеристической функции  NF   и искомой функции распределения  N gW 


: 

 
2 22 1 2 1
min

min

2 2 3,05
1 ln exp ln exp ln

2 2 2

N

N

Na e Na e
F

a a

                                               
,  (3.41) 

   
2 2
min

0
min0

1 3,05
exp ln

2 2N g g

N
W d J

                



.      (3.42)  

Для упрощения в [10] вводится в рассмотрение новый характерный угол 0 minN    и 

делается замена переменной 0 x  . В результате (3.42) приводится к окончательному виду 

 
2 1 2

02
000

1 3,05
exp ln

22
g

N g

x N
W dx x J x

x

                   



.      (3.43) 

Несложно показать, что параметр 0  имеет физический смысл угла отклонения луча с 

прицельным параметром, равным среднему расстоянию между микролинзами mr r . 

Действительно, количество микролинз в диске можно приближенно оценить как отношение 

площади всего диска 2
discR  к площади, занимаемой одной микролинзой 

2 2 2 2 2:m disc m disc mr N N R r R r      . Отсюда получаем, что 

0 min

2 2g gdisc

m disc m

r rR
N

r R r
     .        (3.44) 

Подробности анализа исходного представления (3.43) будут представлены ниже, а здесь 

лишь отметим, что в зависимости от величины отношения 0g   авторами [10,17] были 

получены следующие приближенные представления  N gW 


:  

 

2 22
02

2
0

04

1
, ;

2

, .

g g
g

g

N g

g
g

e

W

       
   


        (3.45) 

Здесь через  2 2
0 ln 3,05g N    обозначена дисперсия углов гравитационного рассеяния лучей 

под действием всех микролинз в диске.  

По поводу (3.45) авторы [10,17] отметили следующее. Для малых углов рассеяния 

 0g    закон распределения совпадает с нормальным, что может быть объяснено большим 

количеством рассеивателей и действием центральной предельной теоремой теории 

вероятности. Для “больших” же углов  0 1g     рассеяние происходит так же, как и на 

одиночном рассеивателе, т.е. согласно закону Резерфорда. Следует также обратить внимание 
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на то, что дисперсия углов рассеяния 2
g  определяется, в конечном итоге, количеством всех 

рассеивателей в диске N ! Для бесконечного слоя N   и мы приходим к результату, что и 

2
g  . От себя же отметим еще одну особенность, которая, к сожалению, не была замечена 

в [10,11], а впоследствии и в [17]. Так, с учетом условия нормировки (3.27), исходную 

формулу (3.37) можно переписать в следующем виде: 

   

 

1 1 02
0 0

1 02
0 0

22
1 1

22
1 1 .

disc

disc

gl
l l l l

d ldisc

gl
l l l l

d ldisc

r
F d W M J dM

D

r
d W M J dM

D

 

 

              
  

          

 

 
     (3.46) 

Воспользуемся теперь идеей, предложенной в свое время Чандрасекаром [69]. Учитывая, что 

средняя угловая поверхностная плотность микролинз  , их общее количество N N  и 

угловой радиус диска disc  связаны соотношением 2
diskN   , при условии, что 1N  , 

запишем  NF 
  в виде 

      

 

1 1 0
0 0

1 0
0 0

22
1 1

2
exp 2 1 .

disc

disc

N

N gl
N l l l l

d l

gl
m l l l l

d l

r
F F d W M J dM

N D

r
d W M J dM

D

 


 

                     
                 

 

 

  (3.47) 

В нормированных переменных disc lt     получаем результат: 

     1 0 min3
1 0

exp 2 1N l l l

dt
F N W M J t dM

t

           
  ,      (3.48) 

где min 2l gl discr R   - минимальный угол отклонения для l   й микролинзы. Подчеркнем, что 

единственным требованием при получении (3.48) было условие 1N  , и больше ничего. 

Исходя их известных свойств функции Бесселя проанализируем общее поведение  NF  , вне 

зависимости от вида распределения  1 lW M . Согласно (3.48)  NF   достигает максимального 

значения, равного единицы при 0   (так как  0 0 1J  ). С ростом   при большом значении 

N   1N   характеристическая функция  NF   быстро убывает, выходя на ненулевую 

асимптотику. Действительно, для значений  , удовлетворяющих условию min1 l   , 

функцию Бесселя  0 minlJ t   в (3.48) можно заменить ее асимптотическим приближением 

 0 min min
min

2
cos

4l l
l

J t t
t

          
, откуда следует, что при    слагаемым с  0 minlJ t   

можно вообще пренебречь, и мы получаем  

   13
1 0

lim exp 2 N
N l l

dt
F N W M dM e

t

 




 
    

 
  .       (3.49) 
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Как будет показано ниже, наличие в  NF   не равной нулю асимптотической составляющей 

означает, что в распределении  N gW 


 обязательно должна присутствовать составляющая с 

дельта-функцией   N
ge  


� .  

 С целью дальнейшего упрощения, приведем еще несколько полезных представлений 

полученных выражений. Например, если все рассеиватели обладают одинаковой массой, то 

1min 2 inm     min... 2 g discr R     и формулы для NF  и NW  принимают вид 

   0 min3
1

exp 2 1N

dt
F N J t

t

 
        

 
 ,        (3.50) 

   
 

     0 0 min2 3
0 1

1 1
exp 2 1

22
gi

N g N g N g

dt
W W F e d J N J t d

t

  
  



 
                   

  
   . (3.51) 

3.4. Статистические характеристики измеряемых величин 

 Рассмотрим теперь задачу определения статистических характеристик излучения 

источника, прошедшего через слой с микролинзами. За основу снова возьмем схему 

наблюдений, представленную на рис 3.2. Для получения конкретных оценок в работaх [10-

12] рассматривался простой случай гауссова источника (2.49) с небольшим угловым 

размером и 0s 


: 

 
2

2 2
0 0

exp
2 2

s s
s s

I
J

     
   

 .         (3.52) 

В предположении, что все микролинзы имеют приблизительно одинаковые массы 

 1 2 ... NM M M M    , согласно (3.30) и (3.32) выражение для полного угла отклонения 

запишем в виде 

       

 
   2 2

2
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g g g
d d

N
l

g g
l l

D D

D D

f f


              

  
          
   


       

     
 

.      (3.53) 

Здесь 2g g dr MD D    - угловой радиус кольца Эйнштейна-Хвольсона отдельной 

микролинзы, а  f 
   - случайная функция углов, определяемая как 

 
   

 2 2
0 0

,
N N

l l
l disc

l ll l

f
 

   
        

   
 

    
    .      (3.54) 

Во вновь введенных обозначениях наблюдаемое “динамическое” распределение яркости,  

может быть представлено в виде 

     
22

2 2
0 0

1
exp 1

2 2
s

p g

I
J f

               

   .      (3.55) 
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Для внешних микролинз и углов наблюдения  , l disc     мы должны в (3.55) формально 

положить   0f  
  . Заметим, что полученное представление точное, а не приближенное, как 

для рассматриваемого выше приближения локально однородного диска. Оптическая 

толщина 2
g const     , а сдвиг 0   для всех внутренних углов наблюдения disk  

 . 

Так же, как и в работе [10] авторы [11,12] с помощью метода Маркова построили 

функцию распределения  NW f  
  : 

 
2

2 2
0 0

1
exp

2 2N

f
W f

f f

    
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
,         (3.56) 

с помощью которой вычислялась средняя, наблюдаемая через диск яркость изображения: 

         
 
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2 2
2

2
2 2 2 2
0 0 0 0
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exp 1 exp .

2 2 2 1 2 1
s s

p g

I I
J f W f d f





                                  


      (3.57) 

В (3.56) и (3.57) введены обозначения  2
0 n 3,05f l N   и    2

0 ln 3,05g N     .  

Полученная формула допускает простую физическую интерпретацию. 

Рассматриваемую модель можно интерпретировать как сложную систему, состоящую из 

макролинзы (однородный диск), отклоняющей лучи по закону идеальной линзы 

       
   , и слоя со случайными неоднородностями, рассеивающего лучи 

приближенно по нормальному закону (3.45). В результате согласно (2.66) для центрального 

гауссова источника  0s 


 мы получаем следующее распределение яркости: 

   
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 

2 2

2 2 2 2
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1
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s
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I
J e

        
      

 ,      (3.58) 

где  22 2
sc d gD D   . Подставив в данное выражение значение дисперсии углов 

гравитационного рассеяния (3.45), находим, что  2 4 ln 3,05sc g N    . С учетом 

определения оптической толщины  2
g    , приходим к выводу, что (3.57) в точности 

совпадает с (3.58). Таким образом, мы снова получаем результат Раздела 2.3, говорящий о 

том, что учет случайного разброса лучей на экране в пределах характерного угла g  

фактически приводит к увеличению углового размера источника. Вместо истинного угла 0  

мы теперь имеем новый угловой размер  22 2
0 0 0d gD D         и исходное выражение 

(3.58) может быть представлено как 

    2
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J e
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
 

.       (3.59) 

Аналогичным образом в [12] определялись среднее значение квадрата яркости: 
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    (3.60) 

и среднеквадратичное отклонение интенсивности      
1 22 2

J p pJ J           
   . 

В теории и наблюдениях ЭМЛ большое внимание также уделяется и таким 

характеристикам, как дисперсия флуктуаций видимого блеска изображения 

 22
I p pI I       и индекс мерцания:  

2 2 22
2

2 2 2
1p p pI

m
p p p

I I I

I I I

      
    

     
.       (3.61) 

Видно, что для нахождения 2
I  и 2

m  нам необходимо, прежде всего, определить средний 

блеск pI   и средний квадрат блеска - 2
pI  . Средний блеск pI   легко определяется путем 

интегрирования найденного распределения средней яркости (3.59) по всем углам 

наблюдения  . Заметим, что в рассматриваемой авторами [11,12,17] модели интегрирование 

необходимо проводить по всей бесконечной плоскости рассеяния. В результате получается 

вполне ожидаемый ответ, что однородный в среднем диск, мысленно выделенный в 

бесконечном однородном слое, усиливает блеск источника по закону идеальной линзы: 

 
 2
1

s
p p

I
I d J





       
 


 .        (3.62) 

Следует, однако, отметить, что полученный результат находится в противоречии с общим 

свойством статистических характеристик линзы (3.17). Ниже мы подробно обсудим данное 

противоречие, а сейчас следуя рассуждениям авторов [11,12], в общем виде запишем также 

выражения для среднего квадрата блеска и индекса мерцания: 

   2
p p pI d d J J

 

 

           
            (3.63) 

     
4

2
2

1
1m p p

s

d d J J
I

 

 

 
            
    ,       (3.64) 

где  pJ 
  определяется согласно (3.55). Не вдаваясь в детали теоретического и численного 

анализа, заметим лишь, что произведя соответствующие упрощения и используя метод 

Маркова, авторы [11] получили зависимость индекса мерцания 2
m  от величин оптической 

толщины диска   и относительного углового размера гауссова источника 0 g  . 

Результаты расчетов представлены на рис. 3.3.  
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Рис. 3.3. 

Зависимость индекса мерцания 2
m  от величин оптической толщины диска - st cr       и  

относительного углового размера источника - 0 g   ( 0 g  = 0.01 (1); 0.1 (2); 1.0 (3); 3.0 (4)) 

 

По поводу полученных кривых делаются следующие выводы. Величина 2 1m   для всех 

значений   и угловых размеров источников всегда больше или равна 1. Она приближается к 

1  2 0m   для значений 0   (вблизи экрана) и 1   (в фокусе регулярной линзы), вне 

зависимости от углового размера источника. 

В связи с трудностями теоретического анализа статистики флуктуаций кривых блеска, 

в последующих работах акценты были перенесены на численное моделирование. В 

частности, особенно популярным оказался так называемый “ray-shooting” метод. К 

сожалению, основным недостатком данного метода являлось недостаточно высокое 

разрешение и большие времена счета. Особенно это проявлялось при анализе больших 

массивов микролинз. В связи с этим в работах [14,15] (см. также монографию [17]) был 

предложен альтернативный метод построения автокорреляционной функции и индекса 

мерцания для флуктуирующих под действием ЭМЛ кривых блеска видимых изображений 

источника. Кратко опишем схему рассуждений указанных выше авторов и полученные ими 

результаты. 

Используя аналогичные [10,11] предположения и упрощения, в [14,15] была 

исследована корреляционная функция флуктуаций блесков изображений, возникающих при 

двух положениях центра яркости гауссова источника. Так же, как и в (3.55) запишем 

выражения для наблюдаемой яркости и блеска двух гауссовых источников, центры яркости 

которых сдвинуты под углами 2s


: 

     
2

2
2 2
0 0

1
, exp 1

22 2
s s

p s g

I
J f

                   


  

 .     (3.65) 



 97

     
2

2
2 2
0 0

1
exp 1

22 2
s s

p s g

I
I d f






                   



   

 .     (3.66) 

Введя в рассмотрение нормированные на угловой размер кольца Эйнштейна-Хвольсона 

углы: 0 0, , ,g l l g s s g g               
    , построим корреляционную функцию 

флуктуаций блеска: 

     

       

2

1 22
0

2 2

1 1 2 22
0

2

1
exp 2 1 2 1 .

2

s
I s p s p s

s s

I
I I d d

f f

   
          

 
                                 

 
   

     
   (3.67) 

Здесь  

 
 2

1

N
l

l

f 


  
    

  


 
  

  .         (3.68) 

Перепишем теперь (3.67) в новых суммарных и разностных координатах и функциях: 

 

           

1 2 1 2

1 2 1 2

1
, ;

2
1

, , , ,
2

f f f f f f

         

              

     

            
     (3.69) 

в которых  получаем 

       

   

2

2
0

2 2

2
0

2

1 1
exp 2 1 1 .

22

s
I s p s p s

s

I
I I d d

f f

 



 
          

 
                              

 
   

  
     (3.70) 

Усреднение в (3.70) можно провести двумя способами. С одной стороны с помощью 

многомерной функцией распределения  1,...N NW  
 

. С другой же, по задаваемой  1,...N NW  
 

 

можно аналогично [10-12] построить новую функцию распределения  , ,NW f f  
  

, с 

помощью которой операция усреднения приобретает вид 

       

   

2

2
0

2 2

2
0

, ,
2

1 1
exp 2 1 1 .

22

s
I s N

s

I
df d f d d W f f

f f

 



 
         

 
                            

   
     

  
     (3.71) 

Если в данном выражении положить 0s 


, то получаем средний квадрат блеска 

  20I pI  
 . Заметим, что в этом случае (3.71) в точности совпадает с аналогичной 

формулой, полученной в работе [11]. 

 Не вдаваясь в детали, заметим, что, взяв за основу схему и идею работы [11], для 

построения функции распределения  , ,NW f f  
  

 авторы [14,15] определили 
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автокорреляционную функцию  I s 


, с помощью которой построили кривые зависимости 

индекса мерцания от оптической толщины для гауссового источника различных размеров. Из 

сравнения своих результатов, с полученными ранее, делаются следующие выводы. 

Качественно зависимости индекса мерцания 2
m  от оптической толщины   и углового 

размера источника 0  согласуются с представленными на рис. 3.3. Однако наблюдается 

систематическое превышение результатов, приблизительно на 30%. Отличие результатов от 

полученных в [11], авторы объясняют использованием более корректной угловой 

зависимостью корреляционной функции углов отклонения лучей.  

 Следует также упомянуть еще и о работе Мелроуза [70], в которой обращено 

внимание на несоответствие перечисленных выше результатов статистического анализа 

ЭМЛ с общепризнанными выводами статистической радиофизики. Было указанно на 

имеющиеся противоречия в поведениях кривых для индекса мерцания. В частности, в 

Разделе 1.2 было показано, что для бесконечного статистически однородного фазового 

экрана при сильных флуктуациях фазы, вне зависимости от вида спектра неоднородностей, 

должна наблюдаться характерная зависимость индекса мерцания 2
m  от расстояния до экрана 

(в нашем случае роль расстояния до экрана выполняет оптическая толщина  ). По мере 

удаления наблюдателя от экрана величина 2
m , вначале растет, достигает максимума, после 

чего асимптотически приближается к единице (см. рис. 1.3). Согласно же результатам работ 

[11,14,15], представленных на рис.3.4, поведение 2
m  при 1   такое же, как и на рис. 1.3. 

Однако, после достижения на некотором расстоянии от экрана максимума, никакого выхода 

на случай насыщенных флуктуаций, представленных на рис 3.3, не отмечается. Кроме того, 

имеется выделенное расстояние 1  , на котором 2 0m  . Попытки устранить имеющиеся 

противоречия между радиофизическим и гравитационным описанием ЭМЛ натолкнулись на 

серъезные затруднения и окончательный взвод, сделанный в [70], состоит в том, что 

процедура усреднения, использованная в [11], несовместима с результатами 

радиофизической теории мерцаний! Разрешение существующего противоречия, очевидно, 

приведет к более глубокому пониманию статистической теории микролинзирования. 

Для преодоления расхождений результатов двух теорий, Мелроузем [70] была сделана 

попытка альтернативного описания ЭМЛ на основе хорошо разработанных методов 

статистической радиофизики. В Разделе 1.2 нами было показано, что после прохождения 

плоской волны через статистически однородный фазовый экран, четвертые моменты поля в 

плоскости наблюдения (в частности корреляционная функция интенсивности и индекс 

мерцания) определяются через интегральные преобразования от структурной функции фазы 

на выходе из экрана. Это означает, что задача анализа ЭМЛ фактически сводится лишь к 
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определению структурной функции фазы волны  SgD 
 на выходе из тонкого слоя с 

микролинзами. Для нахождения вида  SgD 
  можно воспользоваться рассмотренной в 

Разделе 1.3 аналогией между электродинамическими задачами в гравитации и радиофизике. 

Как было показано ранее, после прохождения волны через поле тяготения слоя с 

микролинзами, фаза волны на выходе из экрана приобретает дополнительную добавку 

   g gS r kH r
  . В случае падения плоской волны на бесконечный слой с микролинзами 

эйконал  gH r
  определяется из решения двумерного уравнения Пуассона (1.87) с заданным 

распределением поверхностной плотности массы    st l lr M r r      : 

   2

4
2r g st

G
H r r

c
    

  ,         (3.72) 

Решение (3.72) можно записать в общем виде, воспользовавшись известным методом 

функции Грина  ,gG r r
  : 

     2

4
,g g st

G
H r G r r r d r

c





   
     ,        (3.73) 

которая определяется как решение двумерного уравнения Пуассона (2.10): 

  0, lng

r
G r r

r r
 


 

  ,          (3.74) 

В итоге, cогласно (3.72-73), получаем хорошо известное представление для суммарного 

эйконала: 

  0

1 1 0

2 ln 2 ln
N N

l
g gl gl

l ll

r rr
H r r r

r r r 


  

 
 


  .       (3.75) 

С учетом связи    g gS r k H r
  , структурная функция фазы волны  SgD 

  на выходе 

статистически однородного слоя с микролинзами определяется так:  

         2 22 0Sg g g Hg HgD S r S r k B B              
    .     (3.76) 

Таким образом, для вычисления  SgD 
  нам, прежде всего, необходимо вычислить 

корреляционную функцию эйконала      Hg g gB H r H r    
   . Определение  HgB 

  удобней 

проводить не на основе конечного решения (3.75), а с помощью промежуточного 

интегрального представления (3.73), согласно которому получаем 

         
2

2

4
, ,Hg g g st st

G
B d r d r G r r G r r r r

c

 

 

               
   

         .    (3.77) 

Интеграл легко преобразуется к более простому виду, если, во-первых, воспользоваться 

извесным фурье-представлением для функции Грина ньютоновского (кулоновского) 

потенциала: 
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   
2

1
,

2
i r r

g

d
G r r e


 



 
 

  


           (3.78) 

и, во-вторых, предположить, что положение микролинз статистически однородно и между 

собой некоррелирует. В этом случае согласно определению  st r
  получаем 

         2

1 1

N N

st st k k l l r
k l

r r M r r M r r M r r
 

                          .    (3.79) 

Здесь M  - средняя масса микролинз, а 2
r discN R const     - средняя поверхностная плотность 

микролинз-звезд в рассеивающем диске. Заметим, что между r  и введенной ранее средней 

угловой плотностью   в малоугловом приближении имеется простая связь 2
r dD   . 

Учитывая теперь (3.78) и (3.79), после несложных вычислений, (3.77) приводится к 

следующему виду: 

       2 2

04 3
0

2 2 2i
Hg r g r g

d d
B r e r J

 




 
     

  
 


 .      (3.80) 

Интеграл в (3.80) расходится и для получения конечного результата необходимо ввести 

ограничения на область возможных значений волнового параметра  . В работе [70] 

предполагалось, что min max     , где min 1 discR  , а max 1 mr  . В результате получаем 

     
1

2

03
1

2 2
m

disc

r

Hg r g
R

d
B r J


   


 .        (3.81) 

К сожалению, в рассматриваемом подходе вопросы о выборе discR  и устранения расхождения 

с радиофизическими результатами по-прежнему остались открытыми.  

Заметим, что чисто формально можно не вводить ограничения на минимальные 

значения  , а особенность в подинтегральном выражении в (3.80) устранить, произведя 

замену   24 2 2
min

     . В результате приходим к еще одному представлению: 

   
 

     2 2

0 1 min22 2
min0 min

2 2 2 2Hg r g r gB r J d r K
  

        
  


 ,   (3.82) 

где  1K z  - функция Макдональда. Природа формально введенного ограничения min    и 

анализ (3.82) будут обсуждены ниже, здесь же отметим следующее.  

Полученные представления структурной функции фазы волны позволяют нам 

исследовать все вторые и четвертые статистические моменты излучения в плоскости 

наблюдения (см. Раздел 1). В частности, для функции распределения принимаемого 

излучения по углам мы в конечном итоге приходим к результатам работ [10-12]. Однако все 

попытки Мелроуза [70] устранения противоречия между радиофизическим и 

гравитационным описаниями ЭМЛ в конечном итоге не привели к желаемому результату. 

Для понимания сути существующего расхождения результатов, в следующем разделе мы 
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детально исследуем имеющуюся аналогию между задачами рассеяния заряженных частиц в 

квантовой механике и прохождения электромагнитных волн через поля тяготения случайно 

разбросанных микролинз. 

 
3.5. Аналогия с задачей рассеяния заряженных частиц атомными ядрами 

в квантовой механике 

 Рассмотрим вначале две ставшие уже классическими задачи в теориях дифракции 

электромагнитной волны в поле тяготения “точечной” массы M  и рассеяния частиц 

кулоновским потенциалом ядра атома.  

В приближении слабого поля тяготения, создаваемого невращающейся сферической 

массой, параметры эффективной “среды” (1.51) определяются как [16,32] 

 

1 , 0;

1 , 1 ,

g

g g

r

R

r r
n R

R R

  

 
        

 

  



         (3.83) 

где 22gr GM c - гравитационный радиус тела, а R - модуль трехмерного радиуса- вектора 

 , ,R x y z


. Предварительный анализ показывает, что для слабого поля тяготения эффект 

деполяризации волны, имеет порядок малости угла отклонения лучей  1g 


 и поэтому 

этим эффектом можно пренебречь. В этом случае от векторных уравнений Максвелла (1.49) 

удобней перейти к скалярному волновому уравнению [16] 

2
2

1 0grU k U
R

 
    

 
,          (3.84) 

где U - любая из ортогональных к направлению распространения луча составляющая 

векторных полей ,E H
 

.  

С другой стороны, в квантовой механике, уравнение Шредингера, описывающее 

рассеяние частицы с зарядом Z e , массой m  и начальной скоростью   кулоновским 

потенциалом ядра атома с зарядом Ze , описывается хорошо известным уравнением 

Шредингера [71]: 

2 0ek
R

      
 
 ,          (3.85) 

где m
k





, 

2

2

2
e

mZZ e
 


,  - постоянная Планка. Если в уравнении Шредингера формально 

ввести переобозначения 22e gr k     и считать, что 2k k    , то мы приходим к волновому 

уравнению (3.84), описывающему дифракцию волны в поле тяготения точечной массы (в 

ньютоновском потенциале). В принципе это и понятно, действие поля тяготения точечной 

массы на фотон такое же, как и действие кулоновского потенциала положительного ядра на 
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отрицательно заряженный электрон. Полная аналогия задач интересна тем, что можно 

воспользоваться известными в квантовой механике результатами анализа, относящимися к 

рассеянию частиц на кулоновском потенциале и, особенно, к задаче многократного 

рассеяния. Например, точное решение уравнения Шредингера (3.85) было впервые получено 

Гордоном, еще в 1928 г. [71]. С учетом аналогии задач и связи 22e gr k   , решение (3.84) для 

падающей на “точечную” массу из бесконечности плоской волны  0
i k zU U e  и 

удовлетворяющее требованию конечности, при 0R  , может быть определено через 

вырожденную гипергеометрическую функцию 1 1F  [16, 71]: 

       0 1 1, 1 exp 2 cos ;1; 1 cos .g g gU R U ikr kr ikR F ikr ikR                (3.86) 

Здесь   - гамма-функция. Из (3.86) следует, что поток энергии, определяемый вектором 

Умова-Пойтинга, направлен в основном в положительном направлении падающей волны 

(ось OZ ) и его z - я компонента  приближенно определяется так [16]: 

   
2

2
0 1 1, ;1; 1 cos

2
g

z g

ckr
P R U F ikr ikR      .       (3.87) 

В коротковолновом приближении ( 1)gkr  , воспользовавшись различными 

асимптотическими представлениями 1 1F , можно еще провести дальнейшие упрощения (3.86-

87) [72,73]. При этом получается довольно интересный, но вполне понятный результат. 

“Решение” задачи дифракции плоской волны в поле тяготения точечной массы, полученное 

фактически в квантовой механике за 8 лет до работ Эйнштейна и Тихова [62,63], в качестве 

некогерентной составляющей содержит формулу Эйнштейна - Тихова для коэффициента 

усиления. Кроме того, если формула Эйштейна – Тихова справедлива только в малоугловом 

приближении (в направлении вперед, по отношению к падающей волне) геометрической 

оптики (длина волны   намного меньше всех характерных масштабов изменения потенциала 

тяготения), то формула Гордона допускает рассмотрение любых без ограничения длин волн 

и произвольных углов наблюдения, в том числе и в направлении назад (отраженная от поля 

тяготения волна). В дополнение к вышесказанному заметим, что в квантовой механике было 

построено также и точное выражение для функции Грина  ,G R R
 

 [74] (волновое поле 

точечного источника для кулоновского потенциала). Аналогично и в теории гравитации в 

работе [75] было получено выражение для функции Грина, удовлетворяющей уравнению: 

     2
2

, 1 , 2grG R R k G R R R R
R

 
         

 

     
.       (3.88) 

Наибольший интерес для анализа эффекта микролинзирования представляют 

наработки квантовой механики в задаче многократного рассеяния кулоновским 

потенциалом. Несмотря на то, что в теории рассеяния частиц используется несколько иной, 
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чем в теориии микролинзирования подход, многие проблемные вопросы и особенно выводы 

и замечания, представляют интерес и для гравитационного анализа. Оказалось, что решение 

вопросов, которые в статистической теории микролинзирования вызвали 

значительные вычислительные трудности, было давно и успешно осуществлено в 

квантовой механике. Так как при гравитационной фокусировке наблюдаются малые углы 

отклонения, то и в квантовой механике необходимо акцентировать внимание на теории 

малоуглового рассеяния. С состоянием основных теоретических и экспериментальных 

исследований на протяжении нескольких десятилетий ХХ столетия в данном направлении 

можно ознакомиться, например, в обзоре [76] и монографиях [71,77]. Здесь же кратко 

перечислим основные из них. 

В теории атомных столкновений широко используется такое понятие, как поперечник 

рассеяния. К сожалению, в экспериментах не удается наблюдать и фиксировать траекторию 

отдельной частицы, падающей на рассеивающий центр. Как правило, на мишень направляют 

“пучок”, состоящий из большого количества частиц и измеряют поток, рассеянный в 

некотором направлении. На рис. 3.4 показано падение пучка частиц на “силовой” центр, с 

которым совмещено начало декартовой системы координат. Положительное направление оси 

OZ  выбрано вдоль исходного направления падающего пучка.  

 

p



d

 

 

Рис. 3.4  

Рассеяние потока частиц силовым центром 
 

Налетающие на силовой центр частицы не обладают фиксированным прицельным 

параметром. В лучшем случае они имеют одинаковую энергию и равномерно распределены 

по азимутальному углу  . Для такого пучка частиц рассмотрим “лучевую трубку”, 

имеющую на “входе” площадь поперечного сечения rdrd . Все падающие частицы, 

заключенные внутри этой трубки, будут на “выходе” рассеиваться в бесконечно малый 

телесный угол sind d d     . Если обозначить через p  поперечную плотность падающих 
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частиц, то из условия сохранения общего количества частиц в “трубке” можно записать 

следующее равенство [74]: 

sinp p

d
d d rdrd

d


      


.         (3.89) 

Введенная здесь величина 

sin

d r dr

d d




  
,           (3.90) 

имеющая размерность площади 2[ ]ì , носит название дифференциального поперечника 

рассеяния. В малоугловом приближении угол отклонения   нерелятивистского электрона, 

имеющего заряд e  и начальную энергию 2 2E m   ( c  - начальная скорость), в 

кулоновском поле атома с зарядом Ze  связан с прицельным параметром r  соотношением 

[74]: 

 1 ,
A A

r
r

    


,          (3.91) 

где 2 22A Ze m   . С учетом этого дифференциальный поперечник рассеяния (3/90) 

принимает вид 

2

4
Ru

d A

d

     
,           (3.92) 

который известен как формула Резерфорда.  

Проведя аналогичные вычисления в задаче рассеяния фотона (электромагнитной 

волны) полем тяготения одиночной “точечной” массы M , мы получим тот же 

резерфордовский закон. Формально в формулах, (3.91-92) необходимо только ввести 

переобозначение 2 gA r  [16]. Например, (3.92) принимает вид 

2

4

4 g

Gr

rd

d

     
.           (3.93) 

В дальнейшем для упрощения записей мы будем опускать обозначения “Ru” и “Gr”. 

Кроме дифференциального, в теории рассеяния широко используется также и понятие 

полного поперечника рассеяния, который находится путем интегрирования d d   по всем 

углам рассеяния:  

2
3

0

2
d d

d A
d

 
    

   .         (3.94) 

Из полученных выражений видно, что как дифференциальный, так и полный поперечники 

рассеяния для кулоновского (ньютоновского) потенциала могут достигать бесконечно 

больших значений. Полный поперечник просто всегда бесконечно большой (  ), а 

дифференциальный стремиться к бесконечности ( d d  ) при 0 . Данное поведение 
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d d   и   связано с хорошо известным свойством потенциала, а именно с его 

“дальнодействием” или, как говорят в квантовой механике наличием длинного “хвоста”.  

Для устранения возникающих расходимостей необходимо вводить ограничения на 

область возможных значений углов рассеяния    min max     . Выбор граничных значений 

max  и min  в квантовой механике производят, исходя из учета различных факторов. 

Например, максимальный угол max  можно определить из условия, что минимальный 

прицельный параметр minr  равен радиусу ядра атома nuclR  [77]. С другой стороны, 

минимальный угол min  связывают с экранирующим действием атомных электронов (см., 

например, [76,77]). Самый простой путь учета экранирующего действия заключается в 

рассмотрении не кулоновского, а экранированного кулоновского или так называемого 

потенциала Юкавы [71,76]:  

  0R Rconst
V R e

R
 .          (3.95) 

Здесь 0R - радиус экранировки. Для даного распределения  V R  дифференциальный 

поперечник рассеяния имеет вид 

   
2

4
0

d A
q

d


   

 
 ,          (3.96) 

где, так называемый, фактор экранировки равен [76] 

 
 

4

22 2
min

q


 
  

 .          (3.97) 

Согласно (3.97) для “больших” углов рассеяния  min    экранирующий фактор 

практически не отличается от единицы  1q  , а для малых  min    -  q   быстро убывает 

до нуля, пропорционально     44
minq     . Для качественных оценок, с учетом того, что 

max min   , можно приближенно считать, что      min m axq h h        . В этом случае 

полный поперечник рассеяния может быть определен как 

  max

min

2
2 2 2

3 3 2 2 2
0 min max min

1 1
2 2

q d A
A d A A





   
          

     
 


.     (3.98) 

Считая, что min 0A R  , получаем значение 2
0R   , т.е. полный поперечник рассеяния для 

экранированного кулоновского потенциала соответствует площади круга с радиусом, 

равным радиусу экранировки 0R .  

В теории гравитации, к сожалению, не существует экранированного ньютоновского 

потенциала, так как все массивные тела имеют одинаковый знак “заряда” - массы (мы не 

рассматриваем здесь незавершенную теорию антивещества). Поэтому резерфордовский 
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закон (3.93) справедлив для всей области изменений углов рассеяния. Ограничения на   

можно осуществить только рассмотрением макро- и микро- линз конечных размеров. 

Например, для модели гравитирующего диска с равномерно распределенными 

микролинзами, угол рассеяния вблизи центра диска, не может быть меньше величины min , 

которая определяется максимальным прицельным параметром луча discr R : min 2 g discr R  . 

При этом полный поперечник рассеяния согласно (3.98) будет приближенно равен площади 

всего диска: 2
discR   . С другой стороны, максимальный угол рассеяния max  можно связать с 

конечным размером stR  самой микролинзы (звезды): max 2 g str R  .  

В малоугловом приближении направление рассеяния удобней определять с помощью 

двумерного угла  1  
 

, отсчитываемого от положительного направления падающего 

пучка (волны) и имеющего полярные координаты  ,   


. С помощью введенных понятий 

дифференциального и полного поперечников рассеяния легко определяется вероятность 

того, что электрон (или луч света) рассеется в направлении 


 в пределах телесного угла 

sind d d d d d          


: 

     
2 2
min min

1 4 3

1
sin

d
W d d q d d q d d

d

 
            

   


  .     (3.99) 

Проинтегрировав (3.99) по всему интервалу изменений азимутального угла  0 2     , 

получим вероятность отклонения электронов в интервале полярных углов , d    : 

     
22
min

1 1 3
0

2
sinw d W d d q d

  
          

 



 .       (3.100) 

С помощью (3.99) легко находится средний квадрат угла рассеяния на отдельном 

рассеивателе: 

   
max max

min min

2 2 3 2 2 max
1 1 min min

min

2 2 ln
d

W d w d
 

 


             

   


.     (3.101) 

Перейдем теперь к рассмотрению задачи многократного рассеяния кулоновским 

потенциалом, которая является одной из классических в квантовой механике. Детальный 

обзор многолетней истории вопроса можно найти в работе [76] или в монографии [71]. 

Эффект многократного рассеяния на основе простых рассуждений был впервые 

проанализирован Вильямсом еще в 39-40-х годах XX столетия [78,79]. Идея его рассуждений 

в общих чертах состояла в следующем. Пусть на достаточно тонкий слой с рассеивателями 

(атомами) нормально падает узкий пучок нерелятивистских электронов. Предположим, что 

среднее количество атомов  , приходящееся на единицу объема слоя толщиной z , есть 

величина постоянная  const  . Выберем на поверхности слоя произвольное начало отсчета 
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(начало декартовой системы координат с осью OZ  ортогональной к поверхности слоя). Из 

общих соображений следует, что для экранированного кулоновского потенциала 

окончательный вид распределения рассеянных по углам частиц вблизи выбранного начала 

координат будет определяться только атомами, расположенными в пределах полного 

поперечника рассеяния   (круг радиуса 0R ). Общее количество атомов в пределах   можно 

оценить как rN N z       , где r z const     - средняя поверхностная плотность 

рассеивателей (атомных ядер). В квантовомеханической задаче многократного рассеяния 

заряженных частиц, в зависимости от учета тех или иных факторов, получают различные 

представления функции распределения частиц по углам. Мы, естественно, будем 

акцентировать внимание только на том случае, который наиболее соответствует условиям 

задачи статистики эффекта микролинзирования. В частности, ниже будут представлены 

основные результаты анализа многократного рассеяния нерелятивистских электронов на 

достаточно большом количестве атомов  1N   в приближении малых углов рассеяния. 

Из формулы (3.91) видно, что отклонение на “большие” углы ( 1   , физический 

смысл пограничного значения угла 1  будет определен ниже) происходит в том случае, 

когда частицы проходят в непосредственной близости от атомных ядер. Для этого 

маловероятного события можно предположить, что рассеяние на совокупности атомов 

происходит аналогично рассеянию на отдельном атоме, т.е. согласно формуле Резерфорда и 

независимо друг от друга. Полное же событие, описывающее действие всех N N  

рассеивателей, расположенных внутри круга радиуса 0R , представляет собой сумму 

отдельных событий. С учетом этого, полная вероятность  sinN gleW d 
 

 того, что электрон 

после прохождения слоя испытывает однократное отклонение на угол, лежащий в интервале 

, ( )d d d     
   

 будет равна сумме вероятностей  1W 


 отдельных событий (3.99) и мы 

приходим к следующему выражению [71,76]: 

   

   

sin 1

2 2

4 3

1

.

N gle

r r r

d
W d N W N d

d

d A A
d q d q d d

d


      

 


           
  

  

 

       (3.102) 

Учитывая азимутальную симметрию, проинтегрировав данное выражение по углу  , 

находим вероятность однократного рассеяния электрона в интервале полярных углов , d    

   2
sin 3

2N gle r

q
w d A d


     




.         (3.103) 

Введя в рассмотрение обозначение  

2 4
2 2
1 2 4

4
r r

Z e
A

m v


      ,          (3.104) 
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перепишем (3.102) и (3.103) в следующем виде: 

     

   

2 2
1 1

sin 4 3

2
sin 1 3

1 1
sin ,

2 .

N gle

N gle

W d q d d q d d

d
w d q

  
              


    




 



      (3.105) 

Для углов рассеяния min    экранирующий фактор (3.97) можно положить равным 1 

  1q   . В этом случае формулы (3.105) упрощаются и представляются так: 

 

 

2 2
1 1

sin 4 3

2
1

sin 3

1 1
sin ,

2
.

N gle

N gle

W d d d d d

w d d

  
            


   





       (3.106) 

Введенная величина 1  играет важную роль в анализе поведения функции 

распределения. Физический смысл 1  в квантовой механике, такой же, как и 0  в задаче 

микролинзирования (3.44), а именно, ее можно трактовать как характерный угол рассеяния 

частиц, имеющих прицельный параметр, равный среднему межатомному расстоянию ar r . 

Действительно, с одной стороны количество учитываемых атомов N , как было показано 

выше, можно оценить как 2
0r rN N R       , а с другой – через отношение площадей 

полного поперечника рассеяния  2
0R  к площади занимаемой одним атомом  2

ar : 

 22 2
0 0a aN R r R r    . Отсюда получаем следующие полезные оценки: 

 

2

2
1

1 min

1 ,

,

.

r a

r a a

r

A A r r

N

  

      

  

.         (3.107) 

С уменьшением угла    min      вероятность рассеяния сильно возрастает. Это 

связано с тем, что в рассеянии частиц принимает участие все большее количество атомов (а 

вернее их потенциалов). В силу центральной предельной теоремы теории вероятностей 

результирующее распределение в этом случае будет все больше приближаться к закону 

Гаусса: 

 
2

2 2

1
expN

sc sc

W
     

        


,        (3.108) 

где 2
sc    средний квадрат угла рассеяния, определяемый по формуле 

    1

min

2 2 2 2 2 1
sin 1 1 1

min0

2 2 2 lnsc N gle

q d
W d d





 
            

    
 

.    (3.109) 

Пограничное значение угла    , при котором происходит смена законов рассеяния (3.102) 

и (3.108), может быть приближенно определено из следующего условия [71]: 
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   sinN N gleW W    .          (3.110) 

Более строгая теория была создана Гоудсмитом и Саундерсоном [80], которые 

показали, что предложенная Вильямсом простая модель справедлива с точностью до 

нескольких процентов. Авторы предложили следующую схему анализа. Перепишем 

формулу (3.99), определяющую вероятность того, что электрон при одном столкновении с 

атомом рассеется в направлении 


 в пределах телесного угла sind d d d      


, в 

следующем виде: 

   1

1
sin

d
W d d p d d

d


        

 


,        (3.111) 

где    2 4
minp q     . Представим  p   в виде ряда по полиномам Лежандра  cosnP  : 

     
0

1
2 1 cos

4 n n
n

p n f P




   
  ,       (3.112) 

где nf  коэффициенты разложения. Пусть теперь частица после рассеяния на первом атоме в 

направлении угла  1 1 1,   


 перерассеивается на втором атоме под новым углом  ,   


. 

Вероятность того, что после двух столкновений частица рассеивается в пределах телесного 

угла sind d d      определяется в виде свертки [10,17,71]: 

     

   

2

2 1 1 1 1 1 1 1
0 0

2

1 2 1 1 1
0 0

sin

sin ,

W d W W d d d

p p d d d

 

 

          

     

 

 

   

       (3.113) 

где 2 1   
  

 - угол между направлениями 


 и 1


. Воспользовавшись известными формулами 

преобразования: 

 

       
       

2 1 1 1

2 1 1 1
1

cos cos cos sin sin cos ,

!
cos cos cos 2 cos cos cos ,

!

n
m m

n n n n n
m

n m
P P P P P m

n m

        


       


   (3.114) 

с учетом (3.112) получаем [71] 

       2
2 2

0

1
2 1 cos

4 n n
n

W d p d n f P d




        



.      (3.115) 

Аналогичным образом, результат N - кратного рассеяния можно записать в 

следующем рекурентном виде: 

     1 1 1 1 1N NW W W d      
    

.        (3.116) 

Используя теперь последовательные переразложения в ряды      2 3 1, ,... NW W W   
  

, приходим 

к следующему результату: 

        
0

1
2 1 cos

4

N

N N n n
n

W d p d n f P d




        



.      (3.117) 
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В найденном выражении случайной величиной еще является число столкновний N , которое 

флуктуирует вблизи наиболее вероятного значения N . Как уже отмечалось выше, плотность 

вероятности  W N  задается в виде распределения Пуассона. C учетом (3.28) по формуле  

     
0

N N
N

p W N p




    .         (3.118) 

можно определить среднее значение  Np   , после чего получаем искомую функцию 

распределения в следующем виде: 

        
0

1
2 1 cos exp 1

4N n n
n

W d n P N f d




       



.      (3.119) 

Мольер [81], получивший данное выражение на основе решения уравнения переноса 

Больцмана, предложил также и способ его асимптотического упрощения, справедливого при 

малых углах рассеяния  1   . Найденная им функция распределения описывала не только 

закон Гаусса для многократного рассеяния, но также обеспечивала и переход к закону 

Резерфорда при “больших” значениях  . Суть его рассуждений состояла в следующем. В 

области малых углов рассеяния  1   можно воспользоваться представлением для 

полиномов Лежандра 

   1 2

0 0

1 1
cos sin

2 2nP J n J n
                          

,       

после чего осуществить приближенное суммирование ряда в (3.119). В результате получаем 

следующее выражение [71]: 

       

     

2
0 03

0 0

2
0 1 03

0 0

1
exp 2 1

2

1
exp 2 1 .

2

N r

q y
W d J A dy J y

y

q y
d J dy J y

y

 

 

                
              

 

 

 


     (3.120) 

Рассмотрим теперь интеграл, стоящий в показателе степени экспоненты: 

     03
0

1
q y

L dy J y
y



     


.        (3.121) 

Его детальный анализ был впервые проведен Мольером [81,82], а затем продолжен Бете [83] 

(см., например, монографию [71]). Не вдаваясь в подробности, кратко перечислим основные 

результаты их исследований. Согласно определению  L   представляет собой положительно 

определенную четную функцию   0L    и имеет конечную величину для всех значений 

 0   . С другой стороны, по своей структуре конечный результат (3.120) выражается в 

виде интеграла лапласовского типа, для вычисления которого можно применить хорошо 

известные методы асимптотической оценки (см., например, [84]). Область значений  , 

вносящих основной вклад в (3.120), приближенно можно оценить как 0 eff    , где 
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11eff � . Учитывая, что между углами min  и 1  выполняется неравенство min 1   , при 

вычислении  L   авторы [82,83] вводят в рассмотрение некоторый дополнительный 

промежуточный угол  , который удовлетворяет следующим условиям: 

min 11 eff     � .          (3.122) 

Интеграл (3.121) при этом разбивается на два:      1 2L L L     , где 

     1 03
1

q y
L dy J y

y





     


,         (3.123) 

     2 03
0

1 .
q y

L dy J y
y



     


         (3.124) 

В области “малых” углов  0 y    согласно (3.122) 1effy      и в (3.124) можно 

положить    2

0

1
1

4
J y y    . В результате имеем 

   2

2
04

q y
L dy

y


  


.          (3.125) 

Для “больших” же углов  min y       можно положить   1q y   и мы приходим к 

выражению 

   1 03
1

dy
L J y

y





      .         (3.126) 

Для экранирующего фактора  q  , заданного в виде (3.97), составляющая  2L   легко 

вычисляется и равна 

22 22 2 2
min

2 2 2 2
minmin min

ln ln 1
8 8

L
                         

.      (3.127) 

При нахождении же  1L  , авторы [82,83], используя известные формулы преобразования 

для бесселевых функций, переписывают (3.126) в следующем виде: 

         2
0

1 0 0 13 2

1
1 1

4 42

J tdy
L J y J J dt

ty

 

 

 
                  .    (3.128) 

Учитывая далее, что 1 1eff        с точностью до квадратичных слагаемых получаем 

   
2

2 2
1

2
ln 1

4
L O

 
         

        (3.129) 

Здесь 0,577...  - постояная Эйлера. Суммируя составляющие  1L   и  2L  , Мольер и Бете 

[71,82,83] получают конечное приближенное представление:  

 
2

min

2 1
ln

4 2
L

 
       

.         (3.130) 
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С учетом (3.130), путем введения новой переменной интегрирования 1y    , формула (3.120) 

может быть преобразована к виду 

      
2 2

2
0 1 02

10 01

1 1
exp 2 exp ln ,

2 4 42
N a

y y
W d J L yJ y b dy

                            
 


  (3.131) 

где    
2

1 21

min

ln 1 2 ln ln 0,86ab N e N  
       

. Для анализа данного выражения Мольер, с 

помощью трансцендентного уравнения 

lna a ab B B  ,           (3.132) 

вводит в рассмотрение новую константу aB , после чего производит еще одну замену 

переменных ay w B . После выполненных преобразований выражение (3.131) приводится к 

виду 

 
2 2 2

02
01 1

1 1
exp exp ln

4 4 42N
aa a

w w w w
W dw w J

BB B

     
               




.    (3.133) 

Представив теперь вторую экспоненту в данном выражении в виде ряда 

2 2 2 2

0

1 1
exp ln ln

4 4 4 4!

n

n
na a

w w w w

B n B





   
   

  
 ,       (3.134) 

получаем следующее решение [82,83]: 

       0 1 22 2
1

1 1 1 1
... ,

2N
a a a

W F F F
B B B

 
          


      (3.135) 

где  

 
2 2 2

0
0 1

1
ln exp

! 4 4 4

n

n

a

w w w w
F w J dw

n B

     
            

 .      (3.136) 

Для значений параметра 1aB   ряд в (3.135) достаточно быстро сходится и в 

разложении можно ограничиться лишь несколькими первыми членами. Обычно оставляют 

слагаемые с 0F  и 1F , для которых удается получить точные аналитические представления: 

   
2

0 0
0 1

exp 2exp
4 a

a

w w
F w J dw z

B

    
           

 ,      (3.137) 

       
2 2

3
1 0

0 1

1
ln exp 2 1 ln 2 1 2 .

4 4 4
a az z

a a a

a

w w w
F w J dw z e Ei z z e

B


 

                     
   (3.138) 

Здесь 2 2
1a az B   , а Ei  - интегральная показательная функция [85]. Таким образом, Мольер 

и Бете [82,83] приходят к выводу, что при больших значениях параметра aB  функция 

распределения  NW 


 хорошо описывается апроксимацией 
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     0 12
1

1 1

2
N a a

aa

W F z F z
BB

 
     


.        (3.139) 

Например, численные расчеты, проведенные Голдстейном (см. [83]), показали, что слагаемое 

с 2F  в (3.135) необходимо учитывать лишь как малую поправку при вычислениях  NW 


, с 

точностью превосходящей 1% и значениях 10aB  .  

Прежде чем переходить к гравитационной аналогии формул рассеяния, несколько 

слов скажем о полезных асимптотических представлениях (3.139). На рис. 3.5 представлены 

зависимости  0F z  и  1
1B F z , построенные для значений 1, 5B B   и 10B  .  
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Рис. 3.5 

Зависимости  0F z  и  1F z B  для значений 1, 5B B   и 10B  . 

Анализ кривых показывает, что  0 aF z  сравнивается по величине с    1 1a aF z B   при 

значениях 0,36a az z  . При 5aB   функции  0 aF z  и   10,2 aF z  равны друг другу при 

4,6a az z  . И, наконец, при 10aB   равенство функций  0 aF z  и  00,1 aF z  происходит при 

5,25a az z  . Исходя из вышеизложеного, можно сделать некоторые выводы. При 1aB  , в 

области значений аргументов a az z  , преобладающим в (3.139) является член с  0 aF z . 

Функция  NW   в этом случае хорошо описывается гауссовым распределением: 

   
2

02 2 2
1 1 1

1 1
exp

2N a
a a a

W F z
B B B

      
    


.      (3.140) 
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С ростом az  все большую роль начинает играть слагаемое с  1 aF z , так как член  0 aF z  

становится экспоненциально малым. Для значений a az z   функция  1
1aB F   уже становится 

больше, чем  0F   и в (3.139) нужно учитывать лишь слагаемое с  1 aF z : 

   12 2
1

1

2N a
a

W F z
B

 



.         (3.141) 

Если в данном выражении 1a az z  , то можно воспользоваться асимптотическим 

представлением   2

1 2
1 ...

az

a
a a a

e
Ei z

z z z

 
    

 
 [85]. В результате получаем, что   2

1 2a aF z z  и 

(3.141) принимает вид 

   
2
1

sin2 2 2 4
1

1 2

2N N gle
a a

W W
B z


     

 

 
.       (3.142) 

Видно, что при 1a az z   функция рассеяния  NW 


 хорошо описывается законом, 

соответствующим однократному рассеянию (3.106). 

 В заключение данного раздела, сделаем еще несколько замечаний и дополнений по 

поводу квантовомеханических вычислений  NW 


. Для экранирующего фактора  q   в 

форме (3.97) интеграл (3.121) вычисляется точно и равен [86] 

 
 

   0 min 1 min2 22 2
0 minmin

1
1 1

2

y
L J y dy K

y



              
 ,     (3.143) 

где  1K z  - модифицированная функция Бесселя третьего рода или, как ее часто называют, 

функция Макдональда [87]. С учетом (3.143) формула (3.120) представляется так: 

     
2
1

0 min 1 min2
0 min

1
exp 1

2NW d J K
  

           



.     (3.144) 

Путем замены переменной интегрирования mint   , введения параметра 1 minC     и 

нормированного угла min    , преобразуем данное выражение к универсальному и более 

удобному для анализа виду 

   2
1

1
,

2NW J C  



,          (3.145) 

где 

      2 2
0 1

0

, exp 1J C C dt t J t C t K t


       .       (3.146) 

Нашей дальнейшей задачей будет получение приближенной асимптотической оценки 

интеграла  ,J C  , справедливой при больших значениях параметра C . Прежде всего, следует 

отметить, что из интегрального представления (3.146) вытекает одна интересная особенность 

в поведении  ,J C  , на которую, к сожалению, не обратили внимания авторы [71,82,83]. Из 
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представлений функции Макдональда следует, что функция    1 11f t tK t  , стоящая в 

показателе степени экспоненты конечная гладкая, монотонно возрастающая и изменяющаяся 

в пределах  10 1f t  . При 0t   имеем  1 0f t  , а с ростом t  она асимптотически выходит на 

единицу   1 1, 1f t ï ðè t  . На рис. 3.8 показан вид кривой    1 11f t t K t   при изменении 

аргумента mint   . Все рассуждения по поводу получения упрощенного представления  L   

(3.130) фактически сводятся к представлению  1K t  в виде ряда и учета лишь первого 

(главного) члена разложения вблизи точки 0t  . Действительно, запишем  1K t  в виде [87]  

       
 

2 1

1 1
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2 11 1
ln

2 2 2 ! 1 !

m

m
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K t I t

t m m





               
 .     (3.147) 

Здесь  1I t - модифицированная функция Бесселя первого порядка, а  m  - эйлерова пси-

функция. Для малых значений t  ( 1)t   можно положить  1 2I t t  и оставить лишь первый 

член ряда с 0m  . Учитывая далее, что    2 1 1 2      [86], получаем  

 
2

2 2
1

2 1
1 ln

2 2

t
C t K t C

t
           

.        (3.148) 

Если в данном выражении вернуться к “старым” переменным mint   , то несложно 

показать, что оно в точности совпадает с  2
12 L  , где  L   определяется согласно (3.130). 

На рис. 3.6 для сравнения, наряду с точной зависимостью  1f t  показано также и 

приближенное представление 

2

2

2 1
( ) ln

2 2

t
f t

t
      

.          (3.149) 

Видно, что в области малых значений аргументов  0,5t   функции 1f  и 2f  практически не 

отличаются друг от друга. Одна при больших значениях t  функция 1f  выходит на 

асимптотику, равную 1, а 2f  достигает экстремума, после чего убывает до  . Учитывая, 

что в показателе экспоненты под знаком интеграла в (3.146) присутствует большой параметр 

1 min 1C N     , для оценки вклада в интеграл области с малыми  1t t   замена  1f t  на 

 2f t  вполне оправдана. Однако замена точного значения  1f t  на приближеное  2f t , не 

позволяет оценить вклад в  NW 


 области с большими значениями t . 

Покажем теперь, что наличие ненулевой асимптотики  1f t  при t   приводит к 

тому, что в представлении функции  ,J C   должна присутствовать дельтаобразная 

особенность в точке 0 


, т. е.    ,J C   
 
� . Для доказательства перепишем (3.146) в виде 

     1 2, , ,J C Q C Q C     ,         (3.150) 
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где  

   

      

2

2

2
1 0

0

2 2
2 0 1

0

, ,

, exp 1 .

C

C

Q C C e t J t dt

Q C C t J t C t K t e dt







  

         




      (3.151) 

 

 
Рис. 3.6 

Точная  1f t  и приближенная 2 ( )f t  зависимости функций от величины аргумента mint   . 

 
Несложно показать, что первый интеграл в (3.151) пропорционален дельта-функции Дирака. 

Действительно, из определения  - функции через двумерный интеграл Фурье, записанный в 

полярных координатах ,t t 


:  

   2
02

0

1 1

24
i te d t t J t dt

  


 

    
   

 
,        (3.152) 

следует, что введенная величина  1 ,Q C   равна 

   22
1 , 2 CQ C C e    


.         (3.153) 

С другой стороны, при оценке 2Q  для значений параметра 1C   необходимо учитывать 

лишь вклад в интеграл только области с малыми значениями t   1t  . В этом случае, 

воспользовавшись приближенным представлением (3.149), получаем 

     
2 2 2 2

2 2 1 2
2 0

0

, exp ln ln
4 4

C t C t
Q C C t J t C e dt


          

   
 .     (3.154) 

Введя обозначение      2 1 2 2ln ln 0,86b C C e C    и новую переменную интегрирования y C t , 

приходим к выражению, аналогичному (3.131): 

 
2 2

2 0
0

, exp ln
4 4

y y
Q C y J y b dy

C

            
     

 .       (3.155) 
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Если теперь, согласно трансцендентному уравнению lnb B B  , ввести новую константу 

 B C  и произвести еще одну замену переменных y w B , то (3.155) приводится к виду 

     
2 2 2

2 0 0 12
0

1 1 1 1
, exp exp ln

4 4 4

w w w
Q C w J w dw F z F z

B B B BC B

     
         

     
 .  (3.156) 

Здесь    2 2,z z C C B C    , а функции  0F z  и  1F z , как и ранее, определяются согласно 

(3.137-138). Для проверки вышеизложенных рассуждений и оценок, было проведено 

сравнение точного (3.151) и приближенного (3.156) значений  2 ,Q C  , вычисленных для 

значения параметра 10C  . Для этого, вначале была определена константа 

   2ln 0,86 4, 45b C C  . Затем графическим способом (см. рис. 3.7) находился корень 

трансцендентного уравнения lnb B B  . Для 4, 45b   получаем 6,3B  .  

b

B
 

Рис.3.7 

Графическое определение корня трансцендентного уравнения lnb B B  . 
Кривая 1 – точная зависимость, прямая 2 - зависимость b B  и 3 – прямая 4, 45b  . 

 
И, наконец, с помощью найденного B  численно вычислялись точное и приближенное 

значения  2 ,Q C  . Полученные результаты представлены на рис. 3.8, где сплошной линией 

показано точное, а пунктирной – приближенное значения 2Q . 

Таким образом, с учетом (3.153) и (3.156) окончательно получаем, что функции 

 ,J C   и     2
1, 2NW J C   


, описывающие многократное рассеяние частиц в 

экранированном кулоновском поле, приближенно имеют вид 

       

       

2

2

2
0 12

2

0 12 2 2
1 1

1 1
, 2 ,

1 1 1
.

2

C

C
N

J C C e F z F z
B B

C
W e F z F z

B B





      

          



       (3.157) 
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2Q


 

Рис. 3.10 

Сравнение точного (сплошная кривая) и приближенного (пунктирная кривая) значений 2Q  для 10C  . 

 

Для приведенной выше квантовомеханической задачи, рассмотренной в рамках 

классической механики, мы должны полжить 1 minC N    ,    ln 0,86b C N , min    и 

     2 2 2 2
1,z C C B C B N      . В результате, получаем равномерное асимптотическое 

представление 

           
2 2

0 12 2 2 2
1 1 1

1 1 1

2
N

NW e F F
B N B N B N B N


              

          

 
,    (3.158) 

которое описывает как нормальное распределение при малых углах рассеяния (3.140), так и 

закон Резерфорда для больших углов (3.142). 

Наличие в (3.158) слагаемого   


�  допускает простую физическую интерпретацию. 

Из статистической радиофизики известно, что после прохождения волны через случайно-

неоднородную среду вторые моменты поля (см. Раздел 2) можно представить в виде суммы 

экспоненциально ослабленной когерентной составляющей и слагаемого, связанного с 

некогерентным рассеянием. В нашей задаче рассматривалось рассеяние параллельного пучка 

частиц (плоской волны) на плоском экране с однородным распределением атомных ядер. 

“Когерентная” составляющая в этом случае представляет собой ослабленную плоскую 

волну. Нормаль к фазовому фронту в этом случае направлена вдоль оси OZ , а лучевая 

интенсивность, описывающая распределение приходящей в точку наблюдения энергии по 

углам, будет пропорциональна   


. Таким образом, первое слагаемое в (3.157) можно 

трактовать как ослабленный вклад когерентной составляющей поля. Другими словами, при  

наблюдении бесконечно далекого точечного источника через рассеивающий экран, кроме 
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ореола, описываемого слагаемым с  2Q z , будет регистрироватьcя еще и прямое сильно 

ослабленное изображение, описываемое  1Q z . 

В теории гравитации в исходном выражении (3.120) мы должны положить 2 gA r  и 

2
r dD   . При этом, как легко показать, величина  22 2r g dA r D   , стоящая в 

показатели степени экспоненты, есть, ничто иное  как квадрат угла 2
0 , который согласно 

(3.44) может быть также представлен в виде 2 2
0 minN   . В формуле же для  L   (3.121) нам 

необходимо учесть, что гравитационный фактор “экранировки” равен 

     min maxq y h y h y     . Если нет практической необходимости вводить ограничения со 

стороны максимальных углов, то для упрощения вычислений рассматриваются микролинзы 

в виде точечных масс. В этом случае max   и    minq y h y   . Таким образом в статистике 

микролинзирования точечных масс, расположенных внутри диска, основные формулы 

(3.120) и (3.121) принимают вид 

      2
0 0

0

1
exp 2

2N g gW d J L


      
 


,       (3.159) 

где 

       
min

min
0 03 3

0

1 1 .
h y dy

L J y dy J y
y y

 



 
                     (3.160) 

Анализ (3.159) с  L  , заданным в виде (3.160), формально можно провести на основе уже 

рассмотренного ранее асимптотического представления для  1L   (3.129), просто положив 

min   : 

 
2 2 1

min min

2 2
ln 1 ln

4 4

e
L

  
          

.        (3.161) 

С одной стороны, введя в (3.159) новую переменную 0x    , и учитывая, что 

0 min N    и 12 3,05e   , получаем приближенную формулу для функции распределения, 

которая в точности совпадает с (3.43), приведенной в работе [10]: 

 
2 1 2

02
000

1 3,05
exp ln

22
g

N g

x N
W dx x J x

x

                   



.      (3.162) 

С другой стороны, - положив в (3.159) mint   , получаем строгое интегральное 

представление 

     0 0 min3
0 1

1
exp 2 1

2N g g

dt
W d J N J t

t

  
            

 


,     (3.163) 

вид которого, в свою очередь, совпадает с ранее полученным (3.50).  



 120

 Воспользовавшись квантовомеханическим алгоритмом, уточним теперь выражение 

для функции распределения  N gW 


 (3.45). Для этого вначале перепишем исходную формулу 

(3.162) в виде аналогичном (3.131): 

 
2 2

02
000

1
exp ln

4 42
g

N g g

x x
W xJ x b dx

                    



.      (3.164) 

Здесь      
2

2 20

min

ln 2 1 ln ln 2,33gb Ne N  
       

. Затем, согласно идеи Мольера, введем 

новую константу gB : 

lng g gb B B  ,           (3.165) 

и представим  N gW 


 в виде ряда (3.135). В результате, для значений 1gB  , аналогично 

(3.158) получаем следующее равномерное асимптотическое представление для функции 

распределения:  

   
2 2

0 12 2 2 2
0 0 0

1 1 1

2
g gN

N g g
g g g g

W e F F
B B B B


     

                   

 
.     (3.166) 

Таким образом, с точки зрения чисто математического анализа, отличие 

гравитационной и квантовомеханической задач рассеяния заключается лишь в том, 

что в гравитационной статистике в выражении для функции  L   отсутствует 

слагаемое  2L  . 

 

3.6. Критический анализ и обсуждение полученных результатов 

 Исходя из рассмотренной выше аналогии с квантовой механикой, можно теперь дать 

ответ на сформулированную в работе [70] проблему о несовместимости процедуры 

усреднения в теории микролинзирования с результатами радиофизической теории мерцаний! 

На самом деле, как нам представляется, дело не в процедуре, а в используемой модели 

макролинзы в виде однородного массивного диска, находящегося внутри бесконечно 

протяженного слоя с микролинзами. Несмотря на схожесть результатов статистического 

анализа эффектов микролинзирования и рассеяния электронов, существует кардинальное 

различие двух задач. Введение в квантовой механике экранированного кулоновского 

потенциала ядра атома позволяет рассматривать бесконечную статистически однородную 

мишень - тонкую фольгу. Любую точку на поверхности мишени мы можем выбрать в 

качестве начала системы отсчета. В “классическом” представлении задачи рассеяния, 

основное влияние на статистику углов относительно выбранного центра будут оказывать 

лишь рассеиватели, находящиеся в пределах круга с радиусом, равным радиусу экранировки 
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0R . Отсюда, сразу же однозначно определяются не только размеры эффективной апертуры 

(рассеивающего “диска”), а и общего среднего количества рассеивателей N , определяющих 

статистику: 2
0rN R   . Становится понятным и вывод о том, что функция распределения 

углов рассеяния в квантовой механике  NW 


 для бесконечно протяженной мишени 

определяется лишь двумя углами отклонения: максимальным - max nuclA R   и минимальным - 

min 0A R  . Внешние по отношению к кругу радиуса 0R  рассеиватели в рассмотрение могут 

не приниматься, из-за экранировки их влияния. Подобное действие мишени будет 

наблюдаться относительно произвольно выбранного начала отсчета. При этом весь 

бесконечный рассеивающий экран остается статистически однородным и ни о какой 

регулярной фокусировке им речи быть не может. Происходит только 

перераспределение излучения по углам, с сохранением среднего значения интенсивности 

в каждой точке плоскости наблюдения, в том числе и “фокальной”. 

 В теории микролинзирования, из-за невозможности введения экранирующего 

фактора, мы вынуждены рассматривать только мишень-диск конечных размеров. При этом 

приходится учитывать, что однородный диск в, среднем создает линзовый эффект, подобно 

идеальной линзе, у которой на определенном расстоянии имеется настоящий фокус. 

Распространять же свойства диска конечных размеров на весь бесконечный рассеивающий 

слой нельзя, так как это, прежде всего, противоречит закону сохранения энергии (см. Раздел 

2.6). Поэтому вывод о фокусирующих свойствах бесконечного однородного слоя вещества, 

впервые озвученный Пачинским в работе [9], а затем широко используемый последующими 

исследователями, неверен. Применительно к рассматриваемой задаче ЭМЛ, для модели 

бесконечно протяженного слоя согласно радиофизическим представлениям должно 

выполняться условие pI const   , а не тиражируемое многими авторами утверждение 

  2
1pI

     . Результат, что   2
1pI

     , может быть отнесен только к изолированному 

однородному диску, а не ко всему бесконечному слою. Наблюдающийся “парадокс”, как уже 

отмечалось в Разделе 2.6, связан с дальнодействием ньютоновского потенциала и возникает 

из-за некорректного предельного перехода discR  . Строго говоря, бесконечный 

однородный слой материи не может быть даже отнесен к статистически однородному 

фазовому экрану, так как его средний потенциал тяготения изменяется в пространстве как 

 z B z   . Движение пробных тел и распространение электромагнитных волн в таком 

поле тяготения происходит так же, как и в плоско-слоистой среде.  

Характерная зависимость индекса мерцания 2
m  от величины оптической толщины 

диска  , представленная на рис. 3.3, объясняется, прежде всего, наличием в (3.64) 
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“нормирующего” множителя:  4
1  . Согласно зависимости  42 1m  � , в точке фокуса 

 1   индекс мерцания обращается в ноль  2 0m  , а при 1   растет пропорционально 4  

 2 4
m � , что приблизительно и наблюдается на рис. 3.3.  

В дополнение к вышесказанному также отметим и то, что, строго говоря, 

представленный в [9-15,17] результат   2
1pI

      является некорректным, даже для 

модели макролинзы в виде изолированного диска конечных размеров, при критических 

значениях оптической толщины, когда 1  . Это связанно с тем, что, согласно теории, 

наличие случайных фазовых неоднородностей в апертуре идеальной линзы всегда приводит 

к конечному значению средней интенсивности в точке фокуса  1  . Действительно, считая, 

что формула (3.57) правильно описывает видимое распределение средней яркости, но только 

по отношению к диску конечного радиуса, в точке фокуса мы получаем следующее значение 

среднего блеска: 

 
   

2

max 1 2 2
00 01 2 1

disc

disc

s s disc
p p

I I
I d J d







            

      
  .    (3.167) 

Согласно данному результату в зависимостях, представленных на рис. 3.4, минимальные 

значения индекса мерцания в точке 1   не равны 0 , а будут зависеть от угловых размеров 

диска disc  и источника 0 , а также от среднеквадратичного угла разброса лучей g .  

Таким образом, рассмотренную в работах [9-15,17] задачу необходимо 

рассматривать лишь как модельную задачу рассеяния излучения микролинзами, 

расположеными в диске конечных размеров, и только так. Полученные результаты, без 

сомнения, представляют интерес, но только с точки зрения конкретной модели 

гравитационной линзы. Из-за того, что бесконечный слой материи, строго говоря, не 

может даже рассматриваться как статистически однородный фазовый экран, 

некорректным представляется и использование напрямую результатов теории 

мерцаний.  

Из квантовомеханического рассмотрения следует один полезный для теории ЭМЛ 

вывод. Из результатов работ [10,12,17] и формулы (3.166) вытекает, что при анализе 

процесса многократного рассеяния ньютоновским (кулоновским) потенциалом для малых 

углов рассеяния можно приближенно пользоваться представлением  

 
2

2 2
0 0

1
exp g

N g
g g

W
B B

     
   


.        (3.168) 

Для нормализуемости рассматриваемого процесса необходимо выполнение нескольких 

условий. Во-первых, необходимо, чтобы средний угол суммарного отклонения лучей, 
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относительно центра выбранной площадки с рассеивателями, был равен нулю  0g   


. 

Во-вторых, суммарное рассеяние должно производиться большим количеством  1N   

равномерно распределеных внутри площадки рассеивателей (в квантовомеханическом 

случае - круг радиуса 0R , а в гравитационном – диск с радиусом discR ). Из общих 

соображений можно предположить, что данное утверждение приближенно справедливо не 

только для бесконечно протяженных рассеивающих структур, а и для имеющих конечные 

размеры. Необходимо только, чтобы в рассеянии принимало участие достаточно большое 

количество микролинз  1N  . 

В заключение в качестве примера рассмотрим простую модель рассеивающего экрана, 

которая позволяет одновременно удовлетворить двум взаимоисключающим условиям 

(использование наработок статистических теорий радиофизики и ЭМЛ). Предположим, что 

эффект рассеяния создается полями тяготения микролинз, равномерно распределеными 

внутри бесконечного плоского статистически однородного слоя. При этом, в отличие от 

работ [9-12], предположим, что микролинзы создают вокруг себя не чисто ньютоновский 

 R GM R  


, а экранированный ньютоновский потенциал     0R RR GM R e  


, где 0R  - 

некоторый радиус экранировки. Данный формальный подход позволит нам решить проблему 

“длинных” хвостов ньютоновского потенциала и в полной мере использовать наработки 

статистической радиофизики. При этом, как будет показано ниже, статистическая 

однородность слоя не нарушается, условие pI const    выполняется для всех расстояний до 

экрана, функция распределения углов разброса излучения будет такая же, как и в (3.166), а 

поведение индекса мерцания будет соответствовать выводам радиофизической теории. В 

рассматриваемой модели роль эффективного радиуса диска будет выполнять радиус 

экранировки 0R , а необходимое к учету количество микролинз N  будет примерно 

соответствовать среднему числу микролинз N , находящихся в пределах круга радиуса 0R . 

По аналогии с квантовой механикой [76] несложно показать, что уравнение для 

нахождения суммарного эйконала (3.72) в рассматриваемом случае принимает вид 

     2
0 2

8
r g g st

G
H r R H r r

c
 

    
   ,        (3.169) 

где поверхностная плотность массы  st r
  микролинз, по-прежнему, определяется согласно 

(3.1). Построение решения (3.169) снова проведем на основе метода функции Грина (см. 

(3.73)), которая определяется из уравнения  

     2
0, , 2r g gG r r R G r r r r       

      .       (3.170) 
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Несложно показать, что искомая функция Грина, в отличие от (3.74), выражается уже не 

через логарифм, а через функцию Макдональда  0K z  нулевого порядка: 

  0
0

,g

r r
G r r K

R

  
   

 

 
  .          (3.171) 

С учетом (3.171) и (3.73) эйконал и угол отклонения луча, для отдельного точечного 

рассеивателя, массой lM  и расположенного в точке с координатой lr r
  , определяются так:  

 

   

0 02
0 0

1
0 0

4
, 2 ,

2
, , .
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g l l g l

g l l l
g l l r g l l

l

r r r rGM
H r r K r K

R Rc

r r r r r
r r H r r K

R R r r

    
    

   
  

      
 



   
 
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 

      (3.172) 

Под действием всех рассеивателей на выходе из экрана мы получаем суммарные эйконал и 

угол отлонения луча: 

 

 
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1 0
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2 ,
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R R r r
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  

 
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    
 





 


    
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.        (3.173) 

Заметим, что формулы (3.172-173) легко также получаются, если для заданного потенциала 

тяготения     0R RR GM R e  


 напрямую воспользоваться ранее введенными определениями 

(1.81) и (1.83).  

 Покажем, что для небольших прицельных параметров лучей  0r r R 
   в 

рассматриваемом модельном представлении получаем результат не отличающийся, от чисто 

ньютоновского. Действительно, воспользовавшись известными представлениями 

   0 ln 2K z z   и  1 1K z z  [87], для одиночного и суммарного эффектов получаем 

 

 
 
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, 2 ln ,

, 2 ,

l
g l l g l

g l l g l

r r
H r r r const

R
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 
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

  
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        (3.174) 
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        (3.175) 

С другой стороны, в отличие от чисто ньютоновского приближения, мы получаем 

ограничение на радиус действия отдельного рассеивателя. Действительно для больших 

значений прицельного параметра, когда 0lr r R 
   можно воспользоваться асимптотическим 

приближением    2 1 1z
nK z z e O z     . Видно, что область влияния отдельного 
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рассеивателя фактически ограничена радиусом экранировки 0R . Данное обстоятельство 

позволяет нам безболезненно переходить к рассмотрению бесконечного слоя рассеивателей. 

При этом мы не будем выходить за рамки радиофизического подхода.  

Покажем теперь, что используемая модель бесконечно протяженного плоского слоя с 

рассеивателями никогда не приводит к регулярной фокусировке. Для этого, согласно (3.175) 

вычислим средний эйконал  gH r 
  на выходе экрана. Для этого вначале, следуя алгоритму 

работ [10-12], мысленно вырежем в бесконечной плоскости круг радиуса discR  с центром в 

произвольной точке O  и предположим, что N  микролинз, попавших внутрь круга, 

описываются функциями распределения (3.26-28). Для небольшлй окрестности, вблизи 

центра вырезанного диска суммарный эйконал  gH r
  будет описываться согласно (3.173). 

Усреднение  gH r
  проведем в два этапа: вначале по положениям микролинз - lr

 , их массам -

lM  и количеству - N , после чего перейдем к пределу discR  . Заметим, что предельный 

переход нужно осуществлять при условии, что средняя плотность микролинз внутри диска 

2
r discN R    все время остается неизменной. В результате получаем  

 

     

0 02
1 0 00

2 2
0 0 0

0

lim 2 2 lim

2 2 2 2 .

disc

disc disc

RN
l l

g gl g l
R Rl disc

g r g r

r r r rN
H r r K r dr K

R RR

R r xK x dx R r const

  



    
       

   

      

 



   
 

   (3.176) 

Таким образом, мы получили результат, который в корне отличается от приведеного в [10-

12]. Видно, что рассматриваемый бесконечный статистически однородный слой с 

рассеивателями не может создавать регулярный фокусирующий эффект, что вполне 

соответствует радиофизическим выводам. 

 Аналогично (3.76-82), построим теперь корреляционную функцию эйконала на 

выходе из экрана: 
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    (3.177) 

Вычисление полученного интеграла несложно провести, если воспользоваься извесным 

фурье-представлением для функции Макдональда: 
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С учетом (3.178) получаем интегральное представление 
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решение которого [86] приводит к следующим окончательным выражениям для 

корреляционной функции эйконала и структурной функции фазы:  
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Здесь через 0t R   обозначено относительное разностное смещение точек в плоскости 

экрана. Из сравнения (3.180) и (3.82) раскрывается физический смысл введенного ранее 

формального ограничения min   . Минимальное значение волнового параметра связано с 

радиусом экранировки, следующим простым соотношением: min 01 R  . 

 С помощью найденной структурной функции фазы мы можем теперь получить все 

интересующие нас моменты поля, например, функцию взаимной когерентности и угловой 

спектр рассеянного излучения. Так, согласно [30,31] и приведенным Разделе 1.2 формулам, 

имеем 
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      (3.182) 

Учитывая, что среднее количество микролинз N  связано с радиусом круга 0R  и средним 

расстоянием между микролинзами 0r  простым соотношением: 2 2
0 0N R r , перепишем 

коэффициент, стоящий перед квадратными скобками в показателе степени экспоненты в 

несколько иной форме:  

     
2

2 2 2 2 2
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2
2 g

g

r
k r N kR kR C

r

 
    

 
.       (3.183) 

Введя в рассмотрение нормированный угол отклонения 0    , окончательно получаем  

   2
0

1
,

2NW J C  


 
,          (3.184) 

где 

      2 2
0 1

0

, exp 1J C C t J C t C tK t dt


      


.       (3.185) 

Из сравнения формул, соответствующих дифракционному рассмотрению задачи 

(3.184-185) и получеными в рамках классической механики (3.145-146), видно, что по форме 
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они в точности совпадают. Однако, несмотря на схожесть, между ними имеется 

кардинальное различие. В рамках классической механики параметр clC C  определялся как 

отношение двух углов гравитационного отклонения 0 minc lC    , где 0 02 gr r  , а 

min 02 gr R  . Параметр c lC  в данном случае определяется массой микроолинз  gr , их средней 

плотностью  r , эффективным радиусом диска 0R  и не зависит от длины волны   

падающего излучения. В дифракционном же рассмотрении, согласно (3.183), мы также 

можем записать, что 0 mindifC C    , но роль минимального угла отклонеия min  будет уже 

играть угол дифракции   1

min 0dif kR
     на эффективной апертуре диска размером 0R . Так 

как dif  с уменьшением длины волны убывает пропорционально  , то difC  будет расти, и при 

некоторых значениях   превзойдет свое значение, полученное в рамках классической 

механики  dif c lC C . При этом возникает естественный вопрос об области применимости 

формул (3.145-146) и (3.184-185), или, при каких условиях формулы классической механики 

переходят в дифракционные и наоборот?  

Для получения ответа снова воспользуемся наработками квантовой механики (см., 

например, [77]). Из квантовой механики следует, что в задаче рассеяния частиц силовым 

центром классическая механика отказывает в случае, когда “классический” угол отклонения 

луча c l  становится меньше дифракционного dif . Для потенциалов, спадающих с 

расстоянием быстрее, чем кулоновский, классический угол рассеяния c l  убывает с ростом 

прицельного параметра r  быстрее, чем 1 r . В то же время, угол дифракции на апертуре r  

определяется как   1 12dif kr r r
      � . Отсюда следует, что, для быстро спадающих 

потенциалов, и фиксированном значении длины волны  , всегда найдется прицельный 

параметр r r , для которого два угла сравняются по величине  c l dif   . Из данного 

рассмотрения следует, что при анализе эффекта рассеяния в области прицельных параметров 

r r  имеем c l dif    и нужно пользоваться формулами классической механики. В противном 

случае, когда r r , получаем c l dif    и нужно использовать квантовомеханическое 

приближение.  

Для чисто кулоноского потенциала задача несколько усложняется, потому что два 

угла c l  и dif  с ростом r  убывают по одному и тому же закону. Действительно, согласно 

(3.85) и (3.91), имеем 1
c l A r r  �  и 11dif kr r   � , где 2 22A Ze m   и 2k m      . 

Удовлетворить условиям c l dif    или c l dif    за счет выбора прицельного параметра луча r  

уже не удается. Это можно сделать только за счет выбора соответствующей длины волны  . 
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Например, неравенство cl dif    выполняется только при условии, что 1A k   или 

2 1Ze    [77].  

После рассмотренной аналогии, вернемся снова к нашей модельной задаче 

многократного рассеяния излучения бесконечным плоским слоем микролинз. Как уже 

отмечалось ранее, в системе отсчета с произвольно выбранным началом, в суммарном 

рассеянии, как в классическом, так и в дифракционном приближениях, фактически 

участвуют только микролинзы, расположенные внутри круга радиуса 0R . При этом, для 

прицельных параметров 0lr r R 
   согласно (3.172) можно считать, что в рамках 

классической механики отклонение лучей на отдельном рассеивателе приближенно 

происходит так же, как и в чисто ньютоновском поле тяготения 

     02 ,c l g g l lr r r r r r r R     
    . С другой стороны, угол дифракции волны на апертуре, 

размером lr r
  , приближенно можно оценить как     1

dif lr k r r


  
   . Отсюда следует, что 

дифракция волны будет преобладающей, если угол дифракции превосходит классический 

угол отклонения луча:    dif gr r  
  . Данное неравенство удовлетворяется при условии, что 

1gkr   или gr  . Положив для оценок 1gkr � , находим пограничную длину волны ãð gr � , при 

которой дифракционный и классический углы совпадают.  

Из приведенного рассмотрения и сделанных оценок следует, что при анализе ЭМЛ в 

диапазоне длин волн ãð    необходимо пользоваться формулами классической механики, 

а при ãð    - учитывать дифракционные эффекты. В заключение оценим значение 

параметра ãðÑ Ñ , соответствующее граничной длине волны ãð   . Согласно определению 

(3.183) находим, что 

  0

0

2ãð ãð g

R
C k r N

r
� .          (3.186) 

Подводя итог анализу, проведеного в данном разделе, можно сказать следующее. 

1. В рассмотренном модельном представлении с экранированным ньютоновским 

потенциалом не возникает никаких противоречий между радиофизической теорией 

мерцаний и гравитационной статистикой ЭМЛ. Функция распределения углов рассеяния 

 N gW 


, как в рассмотрении классической механики, так и в дифракционном приближении, 

описывается одним и тем же интегральным представлением. Однако, в длинноволновом 

диапазоне ãð    в качестве параметра Ñ  необходимо рассматривать дифракционное 

значение 2 g ãðÑ k r N C N   . С укорочением длины волны, когда  ãð   , параметр Ñ  
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перестает зависеть от длины волны и выходит на насыщение, определяемое чисто 

“классическим” выражением 0 minC N    . 

2. Приближением локально однородного диска можно безболезненно пользоваться 

только для значений оптических толщин, лежащих вдали от критических значений. 

При критических значениях   начинает сказываться некорректность модельного 

представления макро и микро – линз. 

В следующем разделе будет детально исследован эффект микролинзирования, именно 

в случае критических значений оптической толщины и сдвига, когда  2 21 0     . 
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4. Анализ эффекта микролинзирования при критических значениях 
поверхностной плотности массы 

 
 В предыдущих разделах уже отмечалось, что поверхностную плотность массы вблизи 

выбранного макроизображения можно представить в виде суммы двух составляющих, одна 

из которых связана с протяженными образованиями межзвездного газа, пыли, нейтрино или 

“темного” вещества, а вторая – это практически точечные компактные объекты типа звезд, 

звездоподобных или планетоподобных тел. При анализе влияния на блеск наблюдаемых 

макроизображений полей тяготения “точечных” объектов – микролинз повсеместно 

используется упрощающая процедура линеаризации регулярной части уравнения линзы. 

Данный прием часто приводит к облегчению вычислений, связанному с тем, что 

фокусирующее действие макролинзы в окрестности выбранного макроизображения 

описывается с помощью матрицы усиления  Q , которая, в свою очередь, характеризуется 

всего лишь двумя локальными параметрами: оптической толщиной -   и сдвигом -  . Если 

сюда добавить еще и характерный угловой размер 0  протяженного источника излучения, 

то оказывается, что для решения задачи необходимо всего лишь три макропараметра:  ,   и 

0 . Однако в некоторых случаях данного набора оказывается явно недостаточно для 

правильного описания эффекта фокусировки сложной системы макролинза + микролинзы. 

Сформулируем несколько проблемных вопросов, на которые необходимо прежде всего 

получить ответы. 

1. Из представлений (3.20) или (3.22) следует, что регулярные части приближенного 

уравнения линзы описывают фокусировку излучения параболической линзой с центром в 

точке j  
  и двумя радиусами кривизны поверхности, значения которых определяются 

локальными значениями j  и j . К сожалению, в данном представлении нельзя четко 

указать “внешние границы” апертуры линзы, что приводит к проблеме определения 

реальных энергетических характеристик и количества микролинз N , которые необходимо 

учитывать при статистическом анализе. В предыдущем разделе на примере статистически 

однородного кругового диска  0,   const  конечного радиуса  disc , было показано, что 

статистика углов отклонения лучей  N gW 


 зависит от общего количества микролинз N , 

находящихся внутри скопления (диска). При этом вопрос о том, какой именно радиус диска 

необходимо выбирать, остался открытым. В численных расчетах некоторые из авторов 

останавливались на нескольких десятках, другие – нескольких сотнях, а третьи предлагали 

учитывать все микролинзы – звезды в галактике (см., например, монографию [17] и ссылки в 

ней). Особенно актуальной данная проблема становится при критических значениях 
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поверхностной плотности масс, когда согласно линейному приближению эффективная 

апертура линзы бесконечно возрастает. 

2. Существует еще одна проблема, которая требует тщательного исследования. Речь 

идет о том, что линейное приближение просто неприменимо при анализе фокусировки 

вблизи критических значений поверхностной плотности массы и сдвиге, когда коэффициент 

усиления макролинзы бесконечно возрастает: 

        
1221 


q .        (4.1) 

Прежде всего это связано с тем, что наблюдаемое проявление эффекта микрофокусировки 

сильно зависит от того, на каком макролинзовом “фоне” он происходит. Как будет показано 

ниже, от фоновой составляющей зависят характерные размеры критических кривых 

микролинз, что, в свою очередь, будет сказываться на оценках характерных величин и 

времен флуктуаций кривых блеска. С другой строны, для правильного объяснения данных 

наблюдений и их статистическом анализе, необходимо учитывать еще и коллективное 

взаимодействие между макролинзой и большим количеством микролинз.  

Вопросам корректного описания ЭМЛ, особенно при проецировании микролинз 

вблизи критических областей макролинзы, и будет посвящен данный раздел. Вначале будет 

исследовано взаимодействие протяженной макролинзы с одной единственной микролинзой, 

а затем будет учтено и коллективное взаимодействие макролинзы с большим числом 

микролинз.  

 

4.1. Характерные структуры критических кривых и каустик гравитационных линз  

Анализ взаимодействия макролинзы с микролинзами будем проводить на конкретных 

примерах. В данном разделе исследование структур критических кривых макро- и микро- 

линз проведем на основе рассмотренной в Разделе 2.3 модели, достаточно хорошо 

описывающей данные наблюдений ГЛС Q2237+0305 (“Крест Эйнштейна”). Если ранее при 

анализе пространственно-временных деформаций, вносимых ГЛ, мы ограничились лишь 

учетом регулярной составляющей поверхностной плотности массы линзы, то теперь учтем и 

наличие микролинз - звезд, случайно расположенных внутри галактики. Аналогично 

формулам (2.113) и (3.22) уравнение сложной линзы, состоящей из регулярной и случайной 

составляющих массы, для небольшой области углов наблюдения вблизи центра Q2237+0305 

может быть записано так [58]: 

 
 

2
2

2 2
1

1
N

g core l
s disc x x y y g l

ldisc l

D
e e

F 

   
               


    
  .    (4.2) 
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Заметим, что, в отличие от приближения локально однородного диска (см. (3.20) или (3.22)), 

данное уравнение “точное” и хорошо описывает эффект фокусировки излучения в пределах 

небольшой области (порядка нескольких угловых секунд) вблизи ядра галактики 

Q2237+0305.  

 Для модели с одной единственной микролизой, например, m -й, уравнение (4.2) 

упрощается и записывается в виде 

 
 

2
2

2 2
1 g core m

s disc x x y y g m
disc m

D
e e

F

   
              

    
  ,    (4.3) 

где 2g m g m dr D D    - угловой радиус кольца Эйнштейна-Хвольсона микролинзы. В 

нормированных на величину 1GL g core discD F      углах аналогично (2.115) получаем 

следующее уравнение [58]: 

 
     2 2

1
1 m

s x x y y x x y y

m

e e F e F e F
                     

         
  .    (4.4) 

Здесь 2 2 1g m GL corem M       - безразмерный малый параметр, приблизительно равный 

отношению масс микролинзы m  и ядра галактики coreM . Для Q2237+0305 значения 

параметров могут быть выбраны приближенно такими: 0,9GL   ; 0,16;   и 9 1010 10     

[58]. Таким образом, имеет место следующее соотношение между параметрами задачи: 

1    .  

Поле усиления  q 
  блеска “точечного” источника, согласно общей теории ГЛ, 

определяется через якобиан преобразования от переменных  ,x y   
  к переменным 

 ,s s x s y   
 , а структура критической кривой - из решения уравнения: 

 
 
 

1
,

det 0
,

x y

x y

F F
q

 
   
    

 .         (4.5) 

В полярных координатах    , , ,m m m       
  , где азимутальные углы , m   отсчитываются 

от оси OX , уравнение (4.5) может быть приведено к виду[58] 

1 4 2 2 2 2 2 4
1 1 2 32 ( ) 0m M m m mq f F f f f          .       (4.6) 

Здесь введены следующие обозначения: 

   
 

   
 

2 4 2

2 2
1

2 2
2

2 2
3

, 1 2 2 1,

2 ,

2 2 2 ,

2 2 2 .

M

m m m m

m m m m m

m m m m m

F Cos

f Cos

f Cos Cos

f Cos Cos Cos

       

      

        

       

      (4.7) 
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 Если найденное из уравнения (4.6) решение  cr     подставить в (4.4), то получим 

уравнение, определяющее форму каустики в плоскости положений источника: 

 2 2

1
1 cr m

cs cr cr x x cr y y
cr cr m

e e
    

        
    

 
   

  .      (4.8) 

Здесь             , , , sincr cr cr x cr cr y crcos                 
 .  

Прежде чем исследовать взаимодействие макро- и микро- линз друг с другом, 

определим вначале критические области самой макролинзы, т.е. при отсутствии микролинзы. 

Положив в (4.4) и (4.6) 0  , приходим соответственно к уравнениям, описывающим 

действие лишь одной макролинзы, состоящей из компактного сферического ядра и 

протяженного диска: 

2

1
1s x x y ye e
         

    ,         (4.9) 

   2 4 2, 1 2 2 1 0.MF Cos               (4.10) 

Решение (4.10) может быть записано в явном виде: 

 
1 2

2 2

2

cos 2 1 sin
1 cos 2

21
M
cr

            
  

.      (4.11) 

Если (4.11), подставить в уравнение (4.9), то мы получаем приближенную форму 

макрокаустики: 

3 32 cos , 2 sinM M
cs x cs y         .        (4.12) 

Видно, что модель регулярной ГЛ, состоящей из протяженного диска и компактного 

сферического ядра, формирует в плоскости линзы критическую кривую в виде овала со 

средним радиусом, примерно равным единице  1M
cr  . Соответствующая каустика в 

плоскости положений источника при этом имеет вид криволинейного ромба (астроиды) с 

характерным размером 2M
cs   . Можно показать, что при проецировании “точечного” 

источника S  внутрь криволинейного ромба (4.12) будут наблюдаться четыре 

макроизображения, два из которых расположены вне, а два - внутри критической кривой 

(4.11) в плоскости линзы. Для внутренних (инвертированных) изображений   0q  
 , а для 

внешних (прямых) – наоборот,   0q  
 . Строго на критической кривой в каждой ее точке 

реализуется ситуация, когда  q   
 . Таким образом, рассматриваемая модель позволяет 

исследовать все три предельных случая значений параметров макролинзы.  

 С помощью найденных решений (4.11) и (4.12) в [58] исследовалось взаимодействие 

макро- и микро- линз. Вначале исследовались деформации регулярных кривых  M
cr 
  и 
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 M
cs 
 , возникающие при приближении микролинзы к критической кривой макролинзы 

 M
m cr  
  . При анализе уравнения (4.6) при этом был использован достаточно простой 

способ решения. Задача нахождения действительных корней уравнения  1 0q  
  может быть 

заменена на другую, более простую. Так, путем введения обозначения 

  2 2 2 2 4
1 2 3, 2 ( )M m m mF f f f          численно определялись области положи-тельной 

 0   и отрицательной  0   определенностей  ,   . В предположении, что функция 

 ,    в рассматриваемой области изменений   и   не имеет точек разрывов, задача 

нахождения корней уравнения (4.6) фактически сводится к определению границ между 

областями положительной и отрицательной определенностей  ,   . 

Проведенный анализ и численное моделирование показали, что поведение 

критических кривых и соответствующих им каустик сложной ГЛ зависит не только от 

величины расстояния микролинзы до критической кривой M
cr
  регулярной ГЛ, но и от того, в 

каком секторе углов перемещается микролинза. В качестве примера на рис. 4.1 показана 

общая картина поведения критических кривых и каустик при различных положениях 

микролинзы (вне, внутри и строго на критической кривой регулярной ГЛ). Рассматривались 

два предельных случая, когда микролинза перемещалась вдоль осей OX  и OY . Для 

одновременной демонстрации взаимодействия макро- и микро- кривых значение   

выбиралось достаточно “большим”, а именно 0.001  .  

3

3

3

3

3

3

 
Рис. 4.1 

Формы критических кривых (1,2,3) и каустик (1 ,2 ,3   ) при нахождении 
микролинзы вне (а), внутри (б) и строго на (в) критической кривой макролинзы. 

Кривые (1,1 ) соответствуют перемещению микролинзы вдоль оси OX , 

а ( 2, 2 ) – вдоль оси OY ; 3  и 3 - критическая кривая и каустика макролинзы. 
 

Видно, что при нахождении микролинзы вне критической кривой регулярной 

макролинзы (рис. 4.1-а) решение уравнения (4.6) представляется в виде двух замкнутых 
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линий. Одна из них – это слегка деформированная критическая кривая макролинзы, а вторая 

образуется вокруг микролинзы. Аналогичное распадание критической кривой сложной ГЛ на 

системы макро- и микро- кривых наблюдается при нахождении микролинзы внутри 

критической кривой регулярной линзы (рис. 4.1-б). Однако в отличие от случая (рис. 4.1-а) 

критическая кривая вблизи микролинзы имеет вид не одного деформированного овала 

(“кольца” Эйнштейна-Хвольсона), а двух, расположенных по обе стороны от микролинзы. 

Наиболее интересный случай, когда микролинза попадает прямо на критическую кривую 

макролинзы (4.11), показан на рис. 4.1-в. Для данной ситуации критические кривые макро- и 

микро- линз сливаются в одну сложную непрерывную линию. 

 На рис. 4.1 показана также и структура возникающих в плоскости положений 

источника каустик. При перемещении микролинзы вдоль оси OX за пределами критической 

кривой (4.11) каустика сложной линзы распадается на две, одна из которых соответствует 

слегка деформированной каустике макролинзы (4.12), а вторая, имеющая вид 

криволинейного ромба, соответствует микрокаустике (рис. 4.1-а). При удалении микролинзы 

от критической кривой регулярной ГЛ микрокаустика отрывается от ближайшего к ней 

"клюва" макрокаустики и, перемещаясь вне макрокаустики, постепенно приближается к 

точке, где расположена микролинза. Иная картина наблюдается при перемещении 

микролинзы вдоль оси OY. В этом случае при удалении микролинзы от критической кривой 

регулярной ГЛ микрокаустика отрывается от противоположного "клюва" макрокаустики, 

перемещается некоторое время внутри неё в сторону ближайшего "клюва", выходит за 

пределы макрокаустики (4.12) и постепенно "догоняет" микролинзу. При проецировании  

микролинзы внутрь критической кривой регулярной ГЛ (рис. 4.1-б) также наблюдается 

совокупность каустик. Одна из них соответствует незначительно деформированной 

каустической кривой регулярной ГЛ (4.12), а вторая - микрокаустике, которая, в отличие от 

рис. 4.1-а, распадается на две, соответствующие двойной структуре критической кривой. При 

перемещении микролинзы вдоль оси OX и удалении от критической кривой регулярной ГЛ 

двойная микрокаустика отрывается от ближайшего "клюва" макрокаустики и перемещается 

некоторое время внутри каустики регулярной ГЛ в сторону противоположного "клюва". 

Если же микролинза перемещается вдоль оси OY, то двойная микрокаустика выходит из 

противоположного "клюва" макрокаустики за ее пределы. В случае, когда микролинза 

попадает строго на критическую кривую регулярной ГЛ (рис. 4.1-в), макро- и микро- 

каустики образуют единую, непрерывную ломаную линию. 

Проведенные в [58] исследования позволили также оценить величины возникающих 

под действием микролинзы деформаций критических кривых и каустик. В качестве примера 

ниже рассмотрим некоторые ситуации.  
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Если микролинза расположена на некотором удалении от  M
cr   ( )M

m cr   , задача 

нахождения корней (4.6) распадается на две. Первое решение определяет небольшие 

деформации регулярного решения (4.11) под действием микролинзы. Для значений  , 

близких (но не равных) к M
cr , представив ( ) ( ) ( )M

cr cr        , где M
cr   � , в линейном по 

малой величине   получаем первое решение (4.6) в виде 

2

2
1

( ),
( ) ( )

2 ( ),

M
m cr M

crM
m cr

f

f

         
    

.         (4.13) 

На рис. 4.2 показаны нормированные зависимости /   при различных удалениях 

микролинзы от критической кривой регулярной ГЛ.  

 

 
Рис. 4.2 

Деформация критической кривой макролинзы      M
cr cr        при различных удалениях микролинзы 

 ,m m m     


 от M
cr


. Невозмущенная критическая кривая макролинзы M
cr


 на данном рисунке имеет вид 

прямой   0    

 
Видно, что деформация критической кривой макролинзы происходит в основном в 

небольшой области в направлении на микролинзу. Характерная величина деформации 

пропорциональна   и тем больше, чем ближе микролинза подходит к критической кривой 

регулярной ГЛ.  

 Второе решение связано с областью значений 
 , примыкающих к точке, где 

расположена сама микролинза ( m  
  ). Структуру критической кривой вблизи микролинзы, 

которая, в свою очередь, расположена недалеко от критической кривой макролинзы (4.11), 

можно проанализировать, положив cr m     , m     , где m    и 1   и заменив 

функции (4.7) их приближенными значениями: 
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   
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  (4.14) 

Введя далее в рассмотрение нормированные локально декартовые координаты x     и 

y m     , вместо (4.6) получаем уравнение 

     
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22 2 2 2 2
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, 2

2 2 2 2 0 ,

M m m y x m x y

m x y m y x m m

F

Cos Sin

         

              

   

   
      (4.15) 

которое описывает тонкую структуру критической кривой в окрестности микролинзы. 

Заметим, что путем несложных преобразований (4.15) сводится к простому биквадратному 

уравнению. Его решение может быть проанализировано при любых перемещениях 

микролинзы вблизи критической кривой макролинзы (4.11). На рис. 4.3 показаны две 

характерные структуры критических кривых, формируемые в окрестности микролинзы m , 

перемещающейся вдоль оси  0mOX   .  

 

Рис. 4.3 

Характерные структуры критических кривых 1 , формируемые вблизи микролинзы m , при ее нахождении вне 
( )a  и внутри ( )á  невозмущенной критической кривой регулярной ГЛ  2 . 

 

Видно, что критическая кривая для внешней микролинзы (рис. 4.3-а) имеет вид 

деформированого овала, центр которого приближенно совпадает с точкой расположения 

микролинзы m . Координаты точек пересечения критической кривой с осями симметрии 

 ,x y    соответственно равны 

 2 1 1

m
crx

m


  

  
  ,   

 2 1 1

m
cry

m


  

  
 .      (4.16) 

Для внутренней микролинзы (рис. 4.3-б) критическая кривая имеет вид двух замкнутых 

овалов, центры которых расположены по обе стороны от микролинзы. Координаты точек 

пересечения критической кривой с осью y  определяются так: 
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 
1 21 1

m
cry

m


  

 
   , 

 
2 21 1

m
cry

m


  

   
 .     (4.17) 

Наиболее интересен случай, когда микролинза расположена в непосредственной 

близости от критической кривой регулярной ГЛ и может даже попадать прямо на нее. 

Численный анализ кривых, возникающих в данном случае (см. рис. 4.1-в), показывает, что 

происходит слияние макро- и микро- линий в единое сложное непрерывное образование. 

При этом деформация критических кривых так же, как и в предыдущих случаях, 

наблюдается в небольшой окрестности вблизи микролинзы. Характерный размер 

деформированной области легко оценить на примере случая, когда микролинза расположена 

строго на критической кривой регулярной ГЛ  M
m cr    в направлении 0m  . С учетом 

упрощенных представлений функций (4.14) уравнение (4.6) в сечении 0   может быть 

записано в следующем приближенном виде: 

   2 35 2 24 2 1 0M M M
cr cr cr
           

.       (4.18) 

Если в данном выражении пренебречь последним, пропорциональным 2  слагаемым, то 

характерный размер вносимого микролинзой возмущения можно оценить как   1 3
2   . 

Для детального анализа формы критической кривой систему координат удобней 

совместить с центром микролинзы. В новой системе ' ' 'X O Y  уравнение сложной ГЛ может 

быть легко получено из (4.4) путем формальной замены '
m    

   . С учетом того, что 

положение центра макролинзы в штрихованной системе координат '
m
  связано с вектором 

смещения микролинзы в старой системе координат m
  простым соотношением  '

m m  
   или 

,m m m m         , получаем 

   
 2

' '
' ' ' ' ' '

2' ' '
1 m

s x mx x y my y

m

e e
    

             
    

 
   

  .     (4.19) 

В дальнейшем для упрощения все величины будем писать, опуская штрихи, помня, что 

обозначения относятся к новой системе координат. Учитывая, что для рассматриваемого 

случая 1m   для небольшой окрестности, расположенной вблизи микролинзы ( 1m    ), 

последнее слагаемое в (4.19) можно разложить в ряд Тейлора до квадратичных членов 

включительно. В результате получаем следующее упрощение: 

     22
2 2 4 4 4 6

2 41 2
1 m m m

s x x y y m m m
m m m m m

e e
                                 

   
         .(4.20) 
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Здесь 
2
m

s s mx x my y
m

e e


      



     - эффективное смещение источника, отсчитываемое в новой 

системе координат. Согласно (4.5) получаем уравнение, определяющее критическую кривую 

ГЛ в новой системе координат: 

   

   

6
1 4 2 4 5

2 4 3 5 6

2 3
2 2

2 3

1 1
1 2 2 4 3 4

2 2 2 2 2 3 3 0.

m m m
m m m m m

m m
m m

q Cos Cos Cos

Cos Cos Cos

       
                  

         
  

             

   (4.21) 

Заметим, что в стандартном линейном приближении в уравнении (4.20) необходимо было бы 

оставить лишь линейный по 1m    член, пренебрегая последним квадратичным 

слагаемым. В этом случае уравнение (4.21) выглядело бы следующим образом: 

 
2

1 4 2 4 2 2
2 4 2

1
1 2 2 2 2 2 2 2 0m m

m m m

q Cos Cos Cos   
               

   
.  (4.22) 

При отсутствии микролинзы  0   уравнение (4.22) определяет небольшую часть 

критической кривой регулярной ГЛ, проходящей через начало выбранной системы 

координат. Условие нахождения микролинзы строго на критической кривой регулярной ГЛ 

при этом может быть сформулировано следующим образом. По условию задачи при 0   

критическая кривая регулярной макролинзы  M
cr   должна пройти через начало выбранной 

системы координат. Это условие автоматически удовлетворяется, если равен нулю 

множитель при 4 , т.е. 2 2 41 2 2 0m m mCos        . Найденное из данного уравнения значение 

 m m   в точности совпадает с полученным ранее решением (4.11). С другой стороны 

заметим, что уравнение (4.22), полученное из линейного приближения уравнения линзы 

(4.20), при 0   вообще не имеет разумного решения. На рис.4.4 для сравнения показаны 

формы критических кривых, получаемых в линейном и квадратичном приближениях. 

 
Рис.4.4 

Критические кривые, полученные для значений 910   в линейном (1) и квадратичном (2) приближениях, при 

нахождении микролинзы вне  a , внутри  á  и строго на  â критической кривой макролинзы 3 . 
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 Аналогичным образом для рассмотренных выше случаев в работе [58] исследовалась 

и структура каустик, соответствующих одиночной микролинзе. Следует, однако, заметить, 

что в реальных условиях количество микролинз, расположенных вблизи критической 

кривой, может быть достаточно большим. Если пространственная плотность микролинз мала 

(среднее расстояние между звездами намного превосходит характерные размеры 

соответствующих им критических кривых), то можно считать, что микролинзы не 

взаимодействуют друг с другом. В этом случае суммарное влияние близких к критической 

кривой  M
cr 
  микролинз может быть оценено как сумма воздействий, получаемых от 

каждой из них в отдельности. Если же окажется, что плотность микролинз такова, что 

некоторые из них отстоят друг от друга на расстояния, сравнимые с размерами их 

критических кривых, то необходимо уже учитывать взаимодействие микролинз между 

собой. Для подтверждения вышесказанного было проведено численное моделирование для 

модели ГЛ, состоящей из регулярной макролинзы и двух близких микролинз с разными 

массами 1m  и 2m . В рассматриваемом случае аналогично (4.4) можно записать следующее 

уравнение: 

   
1 2

1 22 2 2

1 2

1
1 m m

s x x y y

m m

e e
                      

   
   

    ,     (4.23) 

где 1,2 1,2 / 1corem M    - малые параметры, равные отношениям масс микролинз к массе ядра 

галактики, а 1,2m
 - положения центров микролинз. Вычисляя якобиан преобразований от 

переменных s
  к переменным   и приравняв его нулю, получим уравнение, определяющее 

критическую кривую ГЛ. Анализ численного решения показал, что структура критических 

кривых, возникающих вблизи микролинз, существенно зависит не только от расстояния 

между ними, но и от их положения относительно критической кривой регулярной ГЛ. В 

качестве примера на рис. 4.5 приведены критическая кривая и соответствующая ей каустика 

для одной из возможной реализаций. Видно, что взаимодействие микролинз между собой и с 

макролинзой приводит к тому, что критические кривые и каустики приобретают достаточно 

сложную структуру. На рис. 4.6 показана структура критических кривых и соответствующих 

им каустик для модели ГЛ Q2237+0305 с тремястами микролинзами, в среднем равномерно 

разбросанными вблизи критической кривой макролинзы [88]. Видно, что суммарное 

действие всех микролинз приводит к "размытию" границ как критической кривой  M
cr 
 , так 

и каустики  M
cs 
  макролинзы. При этом спектр характерных размеров критических кривых 

и каустик достаточно широк. 
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Рис.4.5 
Критическая кривая 1  каустика, формируемая двумя микролинзами 1m  и 2m ,  

при их нахождении вблизи критической кривой макролинзы 2  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4.6 

Формы критических кривых (левый рисунок) и каустик (правый рисунок), возникающие при взаимодействии 
300 микролинз и макролинзы –галактики. 

 
 Проведенный в работах [58,88] анализ ЭМЛ при критических значениях параметров 

макролинзы позволил сделать следующие выводы. 

 1. Микролинза деформирует критическую кривую и каустику регулярной ГЛ. 

Величины деформаций пропорциональны   и быстро убывают по мере удаления 

микролинзы от критической кривой макролинзы. Для фиксированного положения источника 

излучения деформация макрокаустики приводит к фактическому изменению расстояния от 

источника до каустики, что вызывает соответствующие изменения блеска 

макроизображений.  
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2. Взаимодествие микролинз между собой и регулярной макролинзой приводит к 

"размытию" границ критической кривой и каустики регулярной ГЛ. При этом 

пространственная плотность и характерные размеры микрокаустик различны в различных 

областях внутри макрокаустики. Вблизи неё, и особенно вблизи каспов макрокаустики, 

плотность микрокаустик возрастает при одновременном увеличении их характерных 

размеров. 

3. Структура и поведение критических кривых, возникающих вблизи микролинзы, 

зависит не только от расстояния до критической кривой регулярной ГЛ, но и от того, в каком 

секторе углов перемещается микролинза. Характерные размеры критических кривых и 

микрокаустик пропорциональны  .  

4. Наибольшие деформации критических кривых и каустик, пропорциональные 1 3 , 

наблюдаются при нахождении микролинз в непосредственной близости от критической 

кривой регулярной ГЛ. В этом случае кривые макро- и микро- линз сливаются воедино, 

образуя сложные непрерывные линии.  

5. Отличие результатов от полученных ранее в рамках стандартного 

(линеаризованного) учета действия регулярной ГЛ тем больше, чем ближе к критической 

кривой расположены микролинзы.  

Суммируя вышеизложенное, можно сказать, что для ГЛ, у которых наблюдаемые 

макроизображения источников расположены вблизи критических кривых, анализ 

влияния эффекта микролинзирования нельзя проводить в линейном приближении. 

Данная ситуация хорошо известна в теории асимптотических оценок интегралов, 

описывающих дифракцию волн в коротковолновом приближении метода тонкого фазового 

экрана (см. Раздел 2). При наличии вырожденных корней уравнения стационарности фазы 

(наличие критических кривых ГЛ) разложение фазы (или эйконала) подынтегрального 

выражения в ряд Тейлора необходимо проводить до членов более высокого, чем второго, 

порядка. Например, для корня кратности 2 (наличие гладкой каустики) разложение эйконала 

следует проводить до кубических слагаемых. При этом поле в точке наблюдения выражается 

через функцию Эйри. Если же корень имеет кратность 3 (источник расположен вблизи 

“клюва” каустики), то в разложении фазы необходимо оставлять члены четвертого порядка, а 

поле при этом будет описываться с помощью интеграла Пирси и т.д. (см., например, [16,17]). 

 

4.2. Структура изофот макроизоображений источников с конечными угловыми 
размерами. Эффективная апертура линзы  

 Рассмотренные выше примеры показывают, что взаимодействие микролинз-звезд 

между собой и с макролинзой - галактикой сильно усложняет анализ эффекта 
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гравитационной фокусировки. Особенно это касается случаев, когда источник проецируется 

через густо населенные скопления звезд и его макроизображения расположены вблизи 

критических кривых макролинзы. Учет коллективного взаимодействия макро- и микро- линз 

между собой приводит к существенным изменениям в структуре, характерных размерах 

критических кривых, а также в пространственной плотности каустик и их скоростях 

перемещения, связанных с собственными движениями микролинз-звезд. Остался еще 

открытым и вопрос о том, сколько именно микролинз N  необходимо учитывать в 

окрестности макроизображения для получения разумной точности определения блеска.  

Рассмотрим снова гравитационную фокусировку излучения протяженного источника 

галактикой, внутри которой случайно разбросаны микролинзы – звезды. Для упрощения 

анализа и получения конкретных численных оценок предположим, что все микролинзы 

имеют приблизительно одинаковую массу, а излучение источника изотропно с гауссовой 

функцией распределения (2.49). Согласно (3.13) для данного модельного представления 

наблюдаемое распределение яркости  pJ 
  и интегральный поток (блеск) pI  могут быть 

представлены в следующем виде: 

     
2

2
2 2
0 0

1
, exp ,

2 2
s

p s s g

I
J F f

               

     ,      (4.24) 

     
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0 0

1
exp ,

2 2
s

p s s g

I
I F f d





               


     .     (4.25) 

Здесь через 

     
 

2
2

1

,
N

l
s g s g dif g s

ld d l

D D
F

D D 

 
                  

 


           
     (4.26) 

обозначена регулярная составляющая уравнения линзы, а случайная функция координат 

    0f f   
    определяется аналогично (3.54) как  

 
   2 2

0 0

N N
l l

l ll l

f
 

   
    

   
 

    
    .        (4.27) 

По своей структуре интеграл (4.25) соответствует интегралу лапласовского типа. В 

случае, когда угловой размер источника 0  намного меньше характерных масштабов 

изменения регулярного угла отклонения  g   
  , величину pI  можно найти с помощью 

хорошо известных методов асимптотической оценки [84]. Так, из структуры (4.25) следует, 

что основной вклад в значение интеграла дают небольшие области интегрирования, лежащие 

вблизи точек, где обращается в нуль показатель степени экспоненты, т.е.: 

   2, s gF f    
   .          (4.28) 
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Несложно показать, что уравнение для определения центров максимальной яркости в 

наблюдаемых изображениях (4.28) снова есть не что иное, как уравнение линзы, записанное 

в угловых переменных и в системе координат со смещенным источником. Оценки величин 

угловых размеров колец Эйнштейна- Хвольсона для микролинз - звезд в наблюдаемых ГЛС 

дают значения 6 1110 . . 5 10 .g óãë ñåê ðàä   � . С учетом этого решение уравнения (4.28) и анализ 

(4.25) можно провести методом итерации.  

В нулевом приближении, положив 0g  , получаем распределение яркости, 

создаваемое макролинзой без учета возмущающего действия микролинзовых флуктуаций: 

 
 2

2 2
0 0

,
exp

2 2

ss
p

FI
J

      
   

 
 .        (4.29 ) 

Видно, что в точках, где  , 0sF   
  , яркость изображения достигает максимума, 

совпадающего с максимальной невозмущенной яркостью источника 2
max 02s sJ I   (см. 

(2.49)). Действительные корни    1,2,...j s Mj N    
   уравнения  , 0sF   

   определяют 

общее количество макроизображений - MN  и положение максимумов их яркости -  j s 
 

). 

Характерные размеры и структуру изофот макроизображений можно оценить из условия, что 

при отклонении угла наблюдения от точки максимума  j s 
 

 яркость  pJ 
  убывает в 

определенное число раз. Так, согласно (4.29) изофоту яркости 



  на уровне  0e    

можно определить из условия  

 2

2
0

,

2

j sF    
 



  

.          (4.30) 

По определению, яркость изображения, описываемая соответствующей изофотой, 

экспоненциально убывает с ростом  . В силу этого при анализе структур изофот можно 

ограничиться значениями  , лежащими в интервале от нуля до нескольких единиц. Введем 

теперь понятие эффективной апертуры макролинзы (ЭАМ), под которой будем понимать 

часть поверхности апертуры макролинзы, заключенной внутри контура, совпадающего с 

изофотой 1  . Другими словами, на границе ЭАМ яркость наблюдаемого изображения 

должна быть в e  раз меньше максимального значения, достигаемого в точке j


 (когда 

0  ). Физический смысл введенного понятия ЭАМ будет выяснен ниже, здесь же заметим, 

что согласно введенному определению невозмущенное эффективное изображение гауссова 

источника (2.49) в плоскости апертуры имеет вид круга с радиусом 02eff   . 
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Для источников с небольшими угловыми размерами  0 1   в показателе степени 

экспоненты (4.29) мы имеем большой параметр 2
01 1  . С учетом этого яркость 

наблюдаемого изображения быстро убывает до нуля при незначительных отклонениях углов 

наблюдения от точек j  
 . Учитывая это, для небольших смещений 

  относительно 

центра  j s 
 

 векторную функцию  ,j sF    
    можно представить в виде разложения в 

ряд Тейлора [85]. С учетом того, что первый член разложения, по определению, равен нулю 

  , 0j sF   
  

, получим 

         

     

2

2

1
, , , ...

2!
1

, ...
2!

j s j s j s

j sj

F F F

Q F

             

      

            

    
    (4.31) 

Количество учитываемых членов в данном разложении зависит от близости 

рассматриваемого макроизображения к критической кривой макролинзы. Например, для 

макроизображения, расположенного вдали от критической кривой, можно оставить лишь 

линейные слагаемые по 
 , что приводит к стандартному приближению локально 

однородного диска. В этом случае распределение яркости (4.29) приближенно 

представляется как  

   
2

2 2
0 0

1
exp

2 2
s

p j

I
J Q

           

  ,       (4.32) 

а структура изофот находится из решения уравнения второй степени: 

 
2

2
02

j
Q    

 .          (4.33) 

Легко показать, что изофоты, описываемые (4.33), имеют вид повернутых на некоторый угол 

вложенных эллипсов с полуосями, равными 

       
0 0

1 2

2 2
,

1 1j j j j

 

   
   

           
    .      (4.34) 

Для границы ЭАМ (  1   получаем следующие значения: 

       
0 0

1 2

2 2
,

1 1
eff eff

j j j j

 
   

           
    .      (4.35) 

Анализ структуры изофот и ЭАМ, находящихся в непосредственной близости от 

критических кривых макролинзы, снова проведем на конкретном примере фокусировки 

излучения изотропного гауссова источника шаровым скоплением звезд.  

Модельные представления. На первом этапе нам необходимо выявить все фокальные 

области, формируемые регулярной частью линзы в правом полупространстве  0z  . Это 

удобней сделать, рассматривая уравнение линзы (2.1), записанное в линейных переменных: 



 146

 p gr r D r  
    ,           (4.36) 

где p p dr D r D
    - проекция смещения наблюдателя в плоскости линзы (см. рис. 1.4).  

Согласно Разделу 3 мы должны задать N - мерную плотность вероятности  1,...N NW r r
   

распределения случайных положений lr
  микролинз в скоплении. С целью упрощения 

анализа будем считать, что шаровое скопление образовано только микролинзами-звездами 

примерно одинаковой массы, положения которых внутри скопления статистически 

независимы. В этом случае многомерная плотность вероятности  1,...N NW r r
   распадается на 

произведение N одномерных функций вида  1 lW r
 . Если еще и предположить, что 

микролинзы имеют одинаковые законы распределения       1 1 1 2 1... NW r W r W r  
   , то получим 

следующее представление: 

   1 1,...
N

N N lW r r W r   
   .         (4.37) 

В модельном приближении Кинга одномерная плотность вероятности  1 lW r
  описывается 

всего лишь тремя параметрами: внешним - r R  и внутренним - cr r  радиусами, а также 

величиной 0 , пропорциональной поверхностной плотности масс в центре скопления (см., 

например, [16]): 

   
2

0
1 2 2 2 2

1 1

1 1
l l

l c c

W r h R r
NM r r R r

     
   

 .      (4.38) 

Поверхностная плотность массы скопления и угол отклонения лучей для всей области 

прицельных параметров 0r   определяются так:  

     
1

N

st l l
l

r M r r h R r


       ,         (4.39) 

 
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 2 2
1

4 N
l

g st l
l l

r rGM
r h R r

c r r


   




  
  .        (4.40) 

С помощью заданных распределений легко определяются регулярные характеристики 

рассматриваемой модели ГЛ. Так, среднее значение поверхностной плотности массы 

скопления  st r  
  равно [16] 

           
2

1 1 0 2 2 2 2

1 1
.

1 1
st l l l l

c c

r NM W r r r h R r dr NM W r h R r
r r R r





 
            
   


        (4.41) 

Видно, что  st r  
  плавно убывает от максимального значения, достигаемого в центре: 

 
2

0 0 2

1
0 1

1
st

 
        
  

,        (4.42) 
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до нуля на границе скопления   0st R    . Для реальных объектов безразмерный параметр 

cR r   достаточно велик и может достигать значений 10 1000    [16]. Поэтому можно 

считать, что 0 0   . При определении среднего угла отклонения  g st r  
   согласно (4.40) 

нам необходимо вычислить среднее значение суммы: 

     
 

 
   

12 2 2
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N
l l l

l l
l l l l
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l l c c

r r r r r r
N N W r dr

r r r r r r

r r
h R r dr r r

M Mr r r r R r



 


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  
      

  

         
    

 



     
 

     

 
 

 

    (4.43) 

Введенная здесь безразмерная функция  , r   безразмерного параметра   имеет вид 

 
 

2 2 2 2
2 2

2 2 2 222

2 2 2
2 2

22

4
ln 1 1 1 , ;

11
,

4
ln 1 1 1 , .

11

r r r
r R

R R RR
r

r
const r R

             
        

             

   (4.44) 

С одной стороны, полная масса скопления равна сумме масс всех микролинз scM NM , а с 

другой - может быть выражена через параметры распределения как 

   2
0

0

2 ,
R

sc stM r r d r R R         .       (4.45) 

Через найденную функцию  , r   в компактной форме выражается также и средний угол 

отклонения луча  g r  
  : 

 
 

 0
2 2 2

1

44
,

N
l

g st
l l

r r GGM
r r r

c cr r

 
          




   
  .     (4.46) 

С учетом (4.45) для внешних прицельных параметров  r R  формулы (4.44) и (4.46) 

упрощаются и приводятся к виду 

     
2

2 2 2 2
0

4
, , , ,sc sc

g

M GMR r
r R r r R

r r c r
            



  .    (4.47) 

С помощью найденных средних характеристик исследуем теперь структуру 

фокальных образований, формируемых регулярной составляющей линзы в модельном 

представлении Кинга. Для этого согласно (4.36) и (4.46) запишем уравнение макролинзы в 

следующем виде: 

   01 ,p g
cr

r r D r r r
 

          

     .       (4.48) 

Дальнейший анализ  удобней проводить в нормированных величинах p pr R 
  , r R 

   и 

0 0 cr    , в которых (4.48) представляется так: 
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 p


   






,           (4.49) 

где  

   01 ,           ,         (4.50) 
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ln 1 1 1 , 1;

111
,

4
ln 1 1 1 , 1.

11

                   
              

    (4.51) 

Заметим, что аналогично (4.47) для внешних прицельных параметров  1   в (4.51) можно 

пользоваться более компактной записью:     2, ,1       .  

Учитывая аксиальную симметрию рассматриваемой задачи, вместо векторного (4.49) 

проще работать со скалярным уравнением 

 p    ,           (4.52) 

считая, что допускается рассмотрение как положительных, так и отрицательных значений   

или p . Например, можно рассматривать только положительные прицельные параметры 

лучей  0  , а соответствующие смещения наблюдателя p  могут принимать как 

положительные, так и отрицательные значения. Аналогично, считая, что 0p  , в качестве 

решения можно рассматривать как положительные, так и отрицательные значения корней. 

Несовпадение знаков смещений   и p  говорит о том, что мы имеем дело с 

инвертированными изображениями (лучами). 

 Критические кривые. Поле усиления  q   излучения “точечного” источника для 

аксиально симметричной линзы согласно (4.52) определяется так:  

     1 p pd d
q

d d
    

    
   

.        (4.53) 

Как уже отмечалось выше, критические кривые макролинзы определяются из условия 

бесконечно большого усиления  q  . Величина, обратная усилению, при этом должна 

обращаться в ноль  1 0q  . Это происходит тогда, когда обращается в ноль один из 

сомножителей в (4.53): 

   01 , 0
 

      


,         (4.54) 

  0
d

d
  


.           (4.55) 

Решение уравнений фактически сводится к нахождению действительных корней и 

точек экстремума одной и той же функции    . Характерная зависимость функции 
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   01 ,x x x          от величины нормированного прицельного параметра 0x     

показана на рис. 4.7. Кривые построены для величины 10   и значений параметра 

0 0 1; 5; 10cr      .  
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Рис. 4.7 
Графики зависимости  x  от величины x   . Кривые построены для 10   и значений 

параметра 0 1; 5; 10   

 
Предварительный анализ поведения кривых , представленных на рис. 4.7, показывает, 

что действительные корни уравнений (4.54) и (4.55) появляются лишь при значениях 

параметра 0 1  . При 0 1   корень 1cr    уравнения (4.54) и точка экстремума 2cr    

уравнения (4.55) совпадают и равны нулю. С ростом 0  ( 0 5;10  ) у функции  x  

появляется экстремум (минимум) в точке 2 2cr crx   . Между величинами 2 2cr crx    и 

1 1cr crx    всегда имеет место неравенство 2 10 cr crx x  . В области значений 10 crx x   функция 

    отрицательна, а при 1crx x  -  x  принимает положительные значения. При достаточно 

больших значениях 0  точка экстремума 2 2cr crx    перестает зависеть от величины 0 , в то 

время как корень 1 1cr crx    продолжает увеличиваться с ростом 0 .  

Несложно показать, что корень 1cr    отвечает за образование фокальной полуоси 

линзы. Действительно, подставляя найденное из уравнения   0    решение 1cr    в 

исходное уравнение линзы (4.52), получаем 0p  . Величина 1cr  определяет радиус кольца 

Эйнштейна-Хвольсона в плоскости апертуры линзы. Выше уже отмечалось, что корень 

1cr    появляется лишь при определенных значениях параметра 0 . Отсюда следует, что и 

фокальная полуось появляется, начиная с некоторого расстояния от линзы. Величину 

критического значения 0  и соответственно начало фокальной полуоси можно определить из 
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рассмотрения фокусировки лучами с малыми прицельными параметрами. Для значений 

1x     точное выражение (4.51) может быть приближенно представлено так: 

 
2

2

2 2

1 1 1
, 1 1

21 1
x

   
         
       

.       (4.56) 

При этом условие (4.54) преобразуется к виду 

22

2
0

11
1 0

2 1 1

x  
      

,         (4.57) 

из которого следует, что действительный корень 
1 2

1 1 2
0 0

1 1 1
2 1 1 2 1

1
cr crx

     
                    

      (4.58) 

появляется лишь при удалениях 0 1  . На рис. 4.7 предельному случаю 0 1   соответствует 

кривая 1. Из равенства 0cr     или 0 1  , согласно определению 2 4cr c GD    , можно также 

определить приведенное расстояние FD D  , на котором появляется кольцо Эйнштейна - 

Хвольсона и формируется соответствующая ему фокальная полуось макролинзы: 

2
04FD c G  .          (4.59) 

С удалением наблюдателя от линзы приведенное расстояние ds d sD D D D  и параметр 

0  растут, а cr  соответственно уменьшается. С ростом D  растет и радиус кольца 

Эйнштейна - Хвольсона 1cr . Следует, однако, иметь ввиду, что по мере увеличения 1cr , 

формула (4.56) уже становится неприменимой, и для “больших” значений    1    

необходимо пользоваться точным представлением  ,   . В области достаточно больших 

приведенных расстояний D , когда 1cr  выходит за пределы скопления  1 1cr  , уравнение 

(4.54) с учетом (4.47) принимает вид  

0
2 2

0

1 0scM

R


 
 

,          (4.60) 

из которого получаем стандартную величину нормированного радиуса кольца Эйнштейна-

Хвольсона для “ точечной ” массы scM : 

1 2 1 2

0
1 2

0

41 1sc sc
cr

M GM
D

R R c

           
 .        (4.61) 

Радиус второй критической кривой 2cr  получаем из решения уравнения (4.55). 

Анализ показывает, что корень 2cr , так же, как и 1cr , появляется лишь при определенном 

значении параметра 0 . Предельную величину 0  и поведение близи неё 2cr  получим, снова 

воспользовавшись представлением  ,    (4.56) для малых прицельных параметров: 
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       
1

2 3 2 30 0
0 0 02

1
1 , 1 1 1

2 21


                                

.   (4.62) 

Отсюда из решения уравнения   0d d     получаем 

1 2

2 2
0

2 1
1

3cr crx
  

        
.         (4.63) 

Из сравнения (4.63) и (4.58) видно, что корень 2crx  так же, как и 1crx , появляется только при 

условии, что 0 1  . При 0cr      0 1 Fèëè D D     два корня совпадают и равны нулю (рис. 

4.7, кривая 1). С ростом D  растет и корень 2crx , но всегда оставаясь меньшим, чем 1crx  (см. 

рис.4.7, кривые 2 и 3). Анализ показывает, что в поведении двух корней 1crx  и 2crx  имеется 

одно существенное различие. Если корень 1crx  с уменьшением cr  (ростом 0 ) все время 

растет, достигая бесконечно больших значений при D  , то корень 2crx  растет лишь до 

некоторого максимального значения  2 maxcr crx x . Численные оценки, полученные для 

модели Кинга с 1  , показывают, что max 2crx  . Данную оценку легко получить из 

следующих простых рассуждений. Если формулой (4.62) можно пользоваться только при 

условии, что 1x    , то для значений, x  составляющих несколько единиц, анализ 

структур критической кривой и каустической поверхности можно проводить из другого 

приближенного представления. Так, для 1   и в области значений x    в несколько 

единиц согласно (4.51) имеем следующие представления: 

 
 2 2

2 2

ln 1
,

 
   

 
,          (4.64) 

 
 2 2

0 2

ln 1 
     

 
.         (4.65) 

При этом получаем приближенное уравнение  
 2 2

0 2

ln 1
1 0

d d

d d

 
     

   
, которое в 

нормированных единицах может быть переписано так: 

 2

0

ln 1 1xd

dx x





.          (4.66) 

При 0    корень данного уравнения стремится к предельному значению 2x  , откуда и 

получаем оценку max 2crx  . 

Каустика. Если найденное значение 2 2cr crx    подставить в исходное уравнение 

(4.52), то получим еще одну структуру соответствующего фокального образования 

макролинзы: 
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   2 2 0 21 ,p cs cr cr cr
               .       (4.67) 

Несложно показать, что (4.67) описывает каустическую поверхность в виде расходящегося 

конуса вращения:  cs cs D    . Заметим, что для удалений 0 1   правая часть в (4.67) всегда 

отрицательна   2 0cr   . Это говорит о том, что каустика образуется инвертированными 

лучами в плоскости апертуры линзы. При значениях 0 , ненамного превосходящих единицу, 

можно воспользоваться приближенным представлением (4.63) для 2cr . В результате 

получаем 

3 2

30 0
2

0

2 1
1

3cs crx
     

            
.        (4.68) 

На значительных удалениях от точки FD D    FD D   критическая поверхностная плотность 

стремится к нулю  0cr  . При этом значение прицельного параметра 2cr  приближается к 

своему предельному значению 2 max 2cr cr     , и коническая каустика выходит на 

асимптотику, уравнение которой легко определить, но уже с помощью приближенного 

представления (4.65): 

 2
max

max 0 0 02
max

ln 1 ln 5
1 0,8

2

cr

cs cr
cr

x
x

x

 
            
  

 .      (4.69) 

 Подведем теперь итог анализа структуры фокальных областей рассматриваемой 

модели шарового скопления. Макролинза формирует бесконечные фокальную полуось и 

каустическую поверхность в виде расходящегося конуса вращения. Две указанные 

структуры возникают в одной и той же точке, расположенной на оси линзы на удалении 

FD D   (или при значениях критической плотности 0cr    ). Данную точку часто называют 

точкой каспа (casp) или клювом каустики. На рис. 4.8 показана структура фокальных 

образований, формируемых рассматриваемой моделью шарового скопления. 
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Рис. 4.8 

 
Структура фокальных образований макролинзы в модельном представлении Кинга  
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Структура изофот изображений, наблюдаемых вблизи критических кривых 

макролинзы. В противоположность предыдущему разделу анализ структуры изофот 

изображений удобней проводить уже в угловых переменных, что более соответствует 

эксперименту. При этом мы воспользуемся результатами выше проведенных вычислений, 

переписав их в угловых переменных: , ,d l l d R dr D r D R D     
   . Так, в новых 

обозначениях получаем следующие выражения:  

   0, 1 ,s sF            
    ,        (4.70) 

 
 

 0
2 2

1

,
N

l

l gl

f


  
      

 


   
   .        (4.71) 

Здесь    , , dr D        . Анализ распределения яркости и блеска наблюдаемого 

изображения с заданными функциями  , sF  
   и  f 

   снова проведем в нормированных на 

угловой радиус всего скопления R  углах: R   
  , 0 0, ,s s R s s R R           

  , и 

g g R    . При этом исходные формулы для невозмущенного (2.72) и наблюдаемого (4.24) 

распределений яркости и блеска (4.25) изображения принимают вид 
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p ss ss g

I
I F f d





                


   
,      (4.73) 

где 

   

 
 

 0
2 2

1

, ,

, ,

ss ss

N
l

l g

F

f



      



   
      

  



  

 
  

 

        (4.74) 

а функции     и  ,    определяются согласно (4.50-51). 

 После проделанных преобразований мы получили все необходимые формулы для 

статистичекого анализа ЭМЛ. Определим вначале структуру изофот и эффективную 

апертуру макролинзы в случае, когда макроизображения наблюдаются вблизи критических 

кривых.  

Для линзы без случайных флуктуаций согласно (4.73) и (4.74) имеем 

   
2

2 2
0 0

1
exp

2 2
s

p ss ss

I
I d





                 



 

.       (4.75) 

Структура изофот наблюдаемых макроизображений находится из уравнения 
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   
22 2

0, 2ss ssF             
   

,         (4.76) 

которое в полярных координатах    , , ,ss s s       
 

 представляется так: 

     2 2 2
02 cos 2s s s          .       (4.77) 

Анализ структуры кривых, описываемых данным уравнением, удобно также проводить и на 

основе его “решения”, которое записывается в виде 

     2 2 2 2
0cos 2 sins s s s           .      (4.78) 

После введения всех основопологающих формул рассмотрим следующие предельные 

случаи. 

Центральный источник. Положив в (4.77) 0s 


, получаем  

    22 2 2
0 01 , 2             .        (4.79) 

Перед проведением анализа данного уравнения, выскажем вначале некоторые соображения и 

замечания. Во-первых, из аксиальной симметрии задачи следует, что изофоты изображения 

центрального изотропного источника будут иметь вид колец относительно центра линзы. Во-

вторых, для источников с малыми угловыми размерами  0 1   и значений 0 1    в правой 

части (4.79) стоит малая величина  2
0 1  . При этом равенство левой и правых частей 

уравнения возможно только при двух условия, когда 2 1   или   2

01 , 1        . Отсюда 

следует, что в структуре изофот будут наблюдаться две группы окружностей, 

формирующихся вокруг точек с максимальной яркостью, определяемых из условия 

   01 , 0            .         (4.80) 

Данное уравнение имеет два действительных корня, один из которых 0  , а второй 

определяется из условия равенства нулю выражения в скобках.  

Рассмотрим первую группу изофот, которая формируется вблизи корня 0  . Сразу 

отметим, что для прозрачной ГЛ данное изображение присутствует всегда, независимо от 

величины параметра 0 . Кроме того, из общих соображений следует, что для источника с 

достаточно малыми размерами  0 1    центральное изображение будет формироваться 

лучами с небольшими прицельными параметрами, и для его анализа можно воспользоваться 

приближенным представлением     (4.62). В результате (4.79) принимает вид 

 
2

2 3 20
0 01 2 .

2

          
         (4.81) 

При значениях cr , “далеко” отстоящих от 0  ( 0 1   или 0 1  ), наблюдатель находится на 

достаточно “большом” удалении от точки каспа, и в (4.81) можно оставить лишь первое 
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слагаемое в квадратных скобках. В результате мы получаем стандартное линейное 

приближение, которое приводит к следующему решению: 

0 02 1       .          (4.82) 

При 1   находим изофоту, соответствующую радиусу ЭАМ: 

0 02 1eff     .          (4.83) 

Видно, что в области значений параметра 0 1   фокусирующего действия макролинзы 

практически не ощущается  0 02 , 2eff       , т.е. структура изофот и ЭАМ такая же, 

как и для невозмущенного источника. По мере приближения значения cr  к  0 0 1     

эффективный размер центрального изображения возрастает и даже мог бы стать бесконечно 

большим. С дальнейшим ростом 0   0 1   размер ЭАМ уменьшается как 0 02eff     .  

В бесконечном возрастании eff  при 0 1   и заключается основной недостаток 

линейного приближения. Реально бесконечного роста eff  при 0cr     не происходит, 

потому что основную роль в (4.81) начинает играть второе слагаемое в квадратных скобках. 

Например, при строгом равенстве  00 0 1cr        получаем соотношение 

6 2 4
08    ,           (4.84) 

из которого находим радиусы изофот изображения 

2 3 1 3 1 6
02 

     .          (4.85) 

Эффективный размер центрального изображения, видимого из точки каспа, получим, снова 

положив 1  : 

2 3 1 3
02eff

    .          (4.86) 

Подводя итог проведенного анализа, можно сказать следующее. Для значений cr , 

расположенных вдали от величины 0 , независимо от того, больше или меньше cr  

предельного значения 0  ( D  больше или меньше FD ), эффективный радиус центрального 

изображения 1eff  определяется согласно (4.83). По мере приближения cr  к предельному 

значению 0   FD D   1eff  растет, но не беспредельно, а выходит на максимальное значение, 

равное (4.86).  

 Вторая группа изофот имеет вид колец, группирующихся по обе стороны от 

центрального, с радиусом 1cr   . Величина 1cr  определяется согласно (4.80) как корень 

уравнения  01 , 0      . В результате мы снова приходим к уже рассмотренному выше 

уравнению (4.54), а 1cr    есть не что иное, как радиус кольца Эйнштейна – Хвольсона. 

Заметим, что согласно вышеприведенному анализу кольцевое изображение появляется лишь 
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при условии, что 00 cr    и его средний радиус 1cr    непрерывно растет с ростом 

приведенного расстояния FD D  .  

Для небольших удалений D  от точки каспа  0F ñrD D èëè       центральное и 

кольцевое изображения образуют единое целое. С увеличением D   FD D   изображения 

разделяются на два отдельных, из которых одно – это центральное с размером eff  (4.83), а 

второе – кольцевое. Для источников с небольшими размерами  0 1    кольцевое 

изображение имеет достаточно малую ширину. Если узкое кольцо расположено еще и на 

значительном удалении от центрального изображения (случай изолированных или 

неперекрывающихся изображений), то для определения структуры изофот можно 

воспользоваться некоторыми упрощениями. Так, для небольших отклонений   от величины 

1cr  приближенное решение (4.79) можно получить путем линеаризации функции     в 

окрестности корня 1cr   . Положив 1cr     , для значений 1 1cr    получаем  

   1 1cr cr

d

d
       


.         (4.87) 

При этом уравнение (4.79) преобразуется к виду 

 
2

2 2
1 02cr

d

d

 
      

,         (4.88) 

из которого находим решение 

 
1

0 12 cr

d

d



      


.         (4.89) 

С помощью (4.89) и определяется структура изофот кольцевого изображения, формируемых 

вблизи кольца Эйнштейна – Хвольсона. При 1   получаем соответствующую ширину 

кольцевой ЭАМ: 

 
1

0 12eff cr

d

d



     


         (4.90) 

Конкретные численные оценки легко получить для области “больших” прицельных 

параметров, когда  ,    и 1cr  имеют наиболее простой вид. Так, согласно (4.47) и (4.61) для 

области 1   находим, что 

 
1

0
1 2

0

2
cr

sc
cr

Md d

d d R


 
          

,        (4.91) 

а ширина ЭАМ согласно (4.90) равна 

02 2eff   .          (4.92) 
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Видно, что во внешней области прицельных параметров  1   ширина ЭАМ в точности 

совпадает с эффективным размером невозмущенного гауссова источника. 

 Источник вблизи каустики. В качестве последнего примера рассмотрим случай, 

когда центр гауссова источника  ,s s s   


 проецируется прямо на коническую каустику 

 s cs  


. Из общего анализа следует, что изофоты и в этом случае будут группироваться 

вокруг точек, координаты которых определяются из “решения” (4.78) для значения 0  :  

     2 2cos sins s s s         .      (4.93) 

Данное уравнение имеет две группы корней, соответствующие значениям азимутальных 

углов 1 s    и 2,3 s     . Величины прицельных параметров j   , соответствующие 

данным азимутальным углам, находятся как действительные корни решения уравнений:  

  s    .           (4.94) 

Согласно рис. 4.7 уравнение   s     всегда имеет один единственный корень 

1 1, s        , которому соответствует “прямое” изображение источника. Для источников с 

малыми угловыми размерами анализ структуры изофот вблизи изолированного “прямого” 

изображения приведен выше, и поэтому на этом случае мы не будем отдельно акцентировать 

внимание. 

Более интересным представляется анализ структуры изофот, группирующихся вблизи 

точек, определяемых из уравнения   s     при s cs   . Согласно рис. 4.7 в области 

смещений 0 s cs     рассматриваемое уравнение имеет пару инвертированных корней - 

изображений 2,3 2,3; s        . При s cs    инвертированные изображения сближаются и 

при s cs    сливаются в одно, расположенное строго на критической кривой линзы 

 2 2 2,cr cr cr     
 

. В небольшой окрестности слившейся пары инвертированных изображений 

упростим выражение (4.77). Для этого вначале введем в рассмотрение малые отклонения 

углов  2 2,cr cr s              от координаты точки с максимальной яркостью 

 2 2 2,cr cr cr s         
 

. Затем представим    2cos coscr s        21 2s   , где 

s s   , и разложим функцию  2cr     в ряд Тейлора по малой величине 2cr   : 

         
2 2

2 2
2 2 2 2 22 2

1 1
.

2 2cr cr cr cr cs cr

d d d

d d d
                    

  
 (4.95) 

В данном разложении мы учли, что  2cr cs    , а  2 0crd d    . После проделанных 

упрощений исходное выражение (4.77) приближенно представляется в виде 

         
22 4 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 02 2

2 cos 2 .
4 2s s s cr cs cr s cs s

d d

d d

    
                           

 (4.96) 
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Положив теперь 1  , получим уравнение, описывающее границу ЭАМ: 

   
22 4 2 2

2 2 2 2
2 2 02 2

2
4 2cr cs cr s cs s

d d

d d

    
                  

.     (4.97) 

Оценим теперь размеры ЭАМ вдоль двух ортогональных направлений: в радиальном (вдоль 

орта e   
 ) и азимутальном (вдоль орта e

 ). Положив последовательно 0s   и 0  , 

находим 

 
1 22

3 4 0
0 2 2 22

2 , 2eff cr cr s eff cr
cs

d

d

  
             

.     (4.98) 

Для получения конкретных оценок и наглядной демонстрации структуры изофот 

воспользуемся проведенным ранее анализом поведения     при больших значениях 

параметра 0 1  . Так, согласно (4.65-69) имеем 

     22 2

2 2 0 2 0 02 2

2

ln 1
2 , , 0,12 .cr cs cr cr

x

xd d
x

xd dx


 
                    

   
 (4.99) 

В результате получаем 

0 0
2

0 0

4,8 , 2,8eff cr s eff

 
      

   
.       (4.100) 

Введя в рассмотрение локально декартовы нормированные координаты: 2 2cry       и 

2 2cr s cr sx       , перепишем уравнение (4.96) в следующем виде: 

4 2 2 2 2 2 2
0 00,06 0, 24 2y y x x            .       (4.101) 

На рис. 4.9 показана структура изофот, соответствующая (4.101) в зависимости от значения 

параметра 2 2 2
0 02a     . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4.9 

Структура изофот изображения источника, центр яркости которого расположен строго на каустике макролинзы. 
Изофоты построены для значений 0 0,04a   с шагом 0,01a   
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4.3. Усиление блеска протяженного источника при его проецировании вблизи фокальных 
образований линзы 

На основе введенных определений и полученных формул, вычислим теперь 

коэффициент усиления блеска протяженного источника при различных положениях его 

центра относительно критических кривых макролинзы. Учитывая, что невозмущенный 

линзой полный по углам поток (блеск) источника равен sI , согласно (4.75) получим 

следующее выражение для коэффициента усиления: 

   
2

2 2
0 0

1 1
exp

2 2
p

s ss
s

I
q d

I





                 



 

.      (4.102) 

Основной вклад в значение интеграла вносят области значений 


, лежащие вблизи точек, где 

обращается в ноль показатель степени экспоненты. Для отыскания этих критических точек 

мы снова приходим к необходимости решения уравнения макролинзы в системе координат 

со смещенным источником: 

 ss     


.           (4.103) 

Асимптотические оценки  ssq 


 при различных положениях источника относительно 

критических кривых макролинзы базируются на уже проведенном выше анализе структуры 

изофот распределения яркости. Аналогично схеме предыдущего раздела последовательно 

рассмотрим следующие критические случаи.  

Изолированное макроизображение. Для изолированного изображения протяженного 

гауссова источника с малыми угловыми размерами можно воспользоваться приближенным 

представлением распределения яркости (4.32). При этом мы получаем следующую оценку 

коэффициента усиления j - го изображения: 

     
12 2 2

2 2
0 0

1 1
exp 1

2 2 j
j j

q d Q
 




                
 

  .     (4.104) 

В результате собственных движений источника, линзы или наблюдателя в видимых 

изображениях источника происходят изменения. Они перемещаются, деформируются при 

одновременном перераспределении яркости внутри них. По мере приближения изображений 

к критической кривой линзы детерминант, построенный из элементов матрицы усиления [ ]Q , 

стремится к нулю:  2 21 0     , и формула (4.104) приводит к неправильному результату. 

Существует два способа получения конечных значений усиления в этом случае. Для 

“точечных” источников необходимо учитывать конечность длины волны электромагнитного 

излучения   [16]. Для протяженных источников дифракцию волн практически можно не 

рассматривать, но необходимо учитывать члены разложения функции  ,j sF    
    в ряд по 
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
  более высокого, чем первого, порядка. Покажем основные приемы оценок q  снова на 

примере фокусировки излучения гауссова источника шаровым скоплением с модельным 

распределением Кинга. 

Центральный источник. Для центрального источника 0ss 


, и выражение (4.102) 

принимает вид 

    2 2
02

00

1
0 exp 2q d



      
  .        (4.105) 

Как было показано в предыдущем разделе, условие   0    выполняется в двух случаях, 

когда 0   и 1cr   . Анализ вклада центрального изображения, расположенного вблизи 

корня 0  , можно провести, воспользовавшись представлением     в виде (4.62). В 

результате вклад в усиление центрального изображения можно оценить так: 

   
22

2 20
02 2

00 0

1
0 exp 1

22
q d

                    
 .      (4.106) 

Если в данном выражении ввести новую переменную интегрирования 2t   , то получим 

     2 2 2 2 4 3
0 0 0 02 2

00 0

1 1 1
0 exp 1 1

42 2
q t t t dt

                         
 .    (4.107) 

По своей структуре подынтегральная функция представляет собой произведение трех 

экспонент, каждая из которых имеет свой характерный масшаб изменения. Из равенства 

единице линейного по t  слагаемого в показателе степени экспоненты вначале находим 

характерный масштаб 1efft  изменения первой экспоненты. Затем аналогичным образом 

оцениваем масштабы квадратичного 2efft  и кубического 3efft  членов. В результате получаем 

следующие оценки: 

 

 

22
1 0 0

1 2

0
2 1 02 2

0 0 0

1 3 1 32 2
0 0

3 14 2 4
0 0

2 1 ,

1 2
,

1

4 1
2 .

eff

eff eff

eff eff

t

t t

t t

   

  
           

    
            

        (4.108) 

На основе приведенных оценок проведем вначале полустрогий анализ зависимости усиления 

от величины параметра 0 . При значениях 0 1   согласно (4.108) имеем следующие 

соотношения между масштабами:  1 2 0 02eff efft t     и   4 32 3
1 3 0 0eff efft t    . С учетом 

определения 0 0 c     нетрудно показать, что усиление излучения источника  1q   

возможно только в том случае, если угловой размер источника 0  меньше углового размера 

ядра скопления c   0 1  . В результате для малого источника  0 1   и значениий 
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параметра 0 1   имеем следующие соотношения между характерными масштабами: 

1 2,3 1eff efft t  . Видно, что определяющей величину усиления в (4.107) будет экспонента с 

линейным по t  слагаемым, с учетом которого получаем 

   
 

2

0

2 2 2
00 0 0

11 1
0 exp 1

2 2 1
q t dt

        
     
 .      (4.109) 

По мере приближения 0  к своему критическому значению  0 1   вклад в усиление 

линейного члена приводит к бесконечному возрастанию усиления   2

01q
    . Однако 

при 0 1   все большую роль начинают играть квадратичное и кубическое слагаемые в 

показателе степени. При этом рост усиления прекращается, и  0q  достигает максимального 

значения где-то в окрестности точки каспа. Например, непосредственно в точке с 0 1   

усиление равно 

     
0

4
4 3 4 33

0 02 21
00 0

1 1 1
0 exp 0.9 1

3 32 8
q t dt


 

 

                    


.    (4.110) 

С дальнейшим ростом  0 0 1     в показателе степени снова преобладающим будет линейное 

слагаемое по t . Действительно, оценки показывают, что для достаточно больших  0 0 1     

имеет место следующее соотношение между характерными масштабами: 

 1 2 0 02 1eff efft t      и   4 3 4 3
1 3 0 0 1eff efft t     . Коэффициент усиления при этом снова 

определяется согласно (4.109) и убывает до нуля по закону 2
01q   . Cледует отметить, что 

зависимость 2
01q    характерна только для центрального изображения источнка и не 

учитывает вклада кольцевого изображения, о котором будет сказано ниже. Распределение 

коэффициента усиления блеска центрального источника вдоль оси линзы для двух значений 

углового размера 2
0 10   и 3

0 10  представлены на рис. 4.10. Для сравнения графики 

построены по точной (4.105) и приближенной (4.107) формулам. Видно, что зависимость 

 0q  , вычисленная по приближенной формуле (4.107), тем точнее приближается к точному 

значению в окрестности точки 0 1  , чем меньше угловой размер источника, что и следует 

из известных правил асимптотической оценки интегралов лапласовского типа. Кроме того, 

обратим внимание на интересную особенность в поведении кривой  0q  . Максимальное 

усиление достигается не в самой точке каспа, где 0 1  , а на некотором удалении за ней. В 

этом нет ничего необычного. Например, из теории дифракции известно, что максимальное 

дифракционное усиление также достигается не в самом каспе, а за ним, внутри 

каустического “клюва”. 
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Рис. 4.10 

Распределения точного и приближенного значений коэффициента усиления блеска центрального источника 

вдоль оси линзы. Кривые построены для значений параметров 2
010, 10      и 3

0 10   . 

Приведем также строгую зависимость усиления блеска от углового размера 0  

центрального источника  0s   при нахождении наблюдателя прямо в точке каспа  0 1  . 

Сравнение точных величин, представленных на рис. 4.11, с качественными оценками, 

полученными по формуле (4.110), показывают хорошее соответствие уже при значениях 

3
0 10  .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.11.  
Зависимость коэффициента усиления блеска в точке каспа линзы от углового размера источника 

 

Как уже отмечалось выше, при 0s  , кроме центрального изображения, 

расположенного в окрестности точки 0  , наблюдается еще и кольцевое. Центральный 

радиус 1cr    данного изображения определяется как второй корень уравнения   0   . В 

небольшой окрестности центрального кольца 1cr    можно воспользоваться приближенным 

представлением (4.87). В результате асимптотическая оценка (4.105) для кольцевого 

изображения дает следующую величину усиления: 
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     
 

2
1 12

12 2
00 0

1

1 2
0 exp .

2
cr cr

cr

cr

d
q d

d d

d





                     


     (4.111) 

 Для объяснения хода кривых, представленных на рис 4.10, сделаем численные оценки 

величины усиления. В таблице 4.1 приведены значения основных параметров, необходимых 

для вычислений. Все величины определялись для модели макролинзы с 10   и двух 

значений 0 5   и 0 10  . Согласно данным таблицы, для “удаления” 0 5   оценка, 

вычисленная по (4.111), дает   1
00 0,53q   . Подставив теперь сюда угловые размеры 

2
0 10  и 3

0 10  , соответственно находим  0 53q   и  0 530q  . Сравнение полученных 

оценок с представленными на рис. 4.10 значениями показывает  хорошее соответствие 

результатов. Аналогичное совпадение отмечается и для 0 10  , когда согласно даным 

таблицы и (4.111) получаем   1
00 0,69q   .  

 

 10   
0 5  0 10   

1cr  0.31 0.478 

2cr  0.108 0.129 

 2cs cr     0.233 0.583 

1  при s cs    0.474 0.868 

 1crd d    1.47 1.73 

 2 2
2crd d    28.42 39.88 

     
1

1
1 1

1

d
q

d


  

       
 

 
1.485 

 
1.125 

 
Таблица 4.1 

Значения параметров модели, необходимых для расчетов коэффициента усиления блеска. 

 

Полученные качественные оценки позволяют не только объяснить поведение точных 

кривых на рис.4.10, но и сделать соответствующие выводы. Так, например, с учетом того, 

что согласно (4.109) вклад центрального изображения с увеличением 0  резко падает, 

основной вклад в усиление на оси линзы уже для дистанции 0 5   вносит исключительно 

кольцевое изображение. 

Источник вблизи каустики. Рассмотрим теперь случай, когда центр яркости 

гауссова источника проецируется строго на каустику макролинзы, т.е. s cs  


. Оценку 

величины коэффициента усиления блеска в рассматриваемом случае удобней произвести, 
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переписав интеграл (4.102) в полярных координатах    , , ,s s s       
 

 и d d d    


. После 

интегрирования последнего по азимутальному углу   получаем 

 
   22

02 2 2 2
00 0 0 0

1
exp exp .

2 2
ss

sq I d
                    

           
      (4.112) 

Из предыдущего раздела мы знаем, что при s cs  


 основной поток энергии приходит 

в точку наблюдения из двух участков апертуры линзы, расположенных вблизи центров 

“прямого”  1 1, s       и слившейся пары “инвертированных” ( 2,3 2 3       , 

2,3 s       ) изображений. Согласно (4.94), в пределах небольших окрестностей этих 

областей аргумент функции Бесселя  0I z  можно оценить как   2 2 2
0 0s csz         . Если 

0cs   , то 1z  , и можно воспользоваться асимптотическим представлением 

 0 2zI z e z  . Учитывая теперь, что для прямого изображения в окрестности точки 

1 1, s       функция     положительна  0  , а вблизи 2,3 2 2,3;cr s         принимает 

отрицательные значения  0  , асимптотическая оценка (4.112) представляется в виде 

     1 2,3cs cs csq q q     , где 
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  (4.113) 

Вблизи прямого изображения, представив 1      и      1 1

d
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
     (4.114) 

Видно, что для прямого изолированного изображения мы получили уже известную нам 

формулу (4.53).  

Оценку вклада в общее усиление слагаемого 2,3q  также несложно получить, если 

воспользоваться приближенным представлением функции     (4.95): 
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Для проверки корректности используемых рассуждений и сделанных оценок сравним 

точные и качественные значения коэффициента усиления, определяемые по формулам 

(4.112) и (4.115).  

На рис.4.12 приведены распределения суммарного коэффициента усиления  sq  , 

рассчитанные по точной формуле (4.112) для значений 10  , 0 1; 5; 10   и угловых размерах 

источника излучения 2
0 10   и 3

0 10  .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.12 
Распределения коэффициента усиления в ортогональной оси линзы плоскости для значений 

угловых размеров источника 2
0 10   и 3

0 10   
 

Анализ зависимостей  sq   позволяет нам, кроме уже отмеченных ранее характерных 

особенностей усиления, выявить еще некоторые.  

В плоскости, проходящей через точку каспа  0 1  , кривая  sq  имеет один 

единственный масимум, при 0s  . При этом зависимость величины максимального 

усиления от углового размера источника 0  в точности согласуется с ранее приведенной на 

рис. 4.11. Для удалений 0 1  , кроме главного максимума усиления в точке 0s  , имеется и 

еще один, возникающий при смещениях s cs   . С уменьшением углового размера источника 
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0  величина второго максимума растет, что хорошо согласуется с качественной оценкой по 

формуле (4.115), когда 2,3 01q � . Следует отметить одну интересную особенность в 

поведении кривой  sq  . Второй максимум наблюдается не на самой каустике, а на 

некотором удалении от нее, внутри области каустического света. Положение координаты 

максимума приближается к каустике только при 0 0  . Например, для значений 0 5   и 

2
0 10   максимальное усиление max 2.9q   достигается не при 2 0, 233s cs    , а при 0, 223s  . 

Для источника же с меньшим размером 3
0 10   коэффициент усиления выходит на 

максимум max 5.48q   при 0, 232s  , а не при 0, 233s  . Аналогичная картина наблюдается и 

для удалений 0 10  . При 2
0 10   максимальное усиление max 1.66q   наблюдается не на 

каустике 0,583s cs    , а внутри неё при 0,574s  . Для источника же с меньшим размером 

 3
0 10   соответственно имеем max 2.71q   при 0,582 0,583s cs     . 

Согласно формуле (4.115), для значений параметров, приведенных в таблице 4.1, 

получаем следующие оценки вклада 2,3q  от слившейшейся пары изображений. На удалении 

0 5k    получаем  2,3 00.104csq    , а при 0 10k   - соответственно  2,3 00.42csq    . 

Подставляя сюда соответствующие угловые размеры источника, окончательно находим, что 

для 0 5   и 0.233s cs     усиление равно:    2,3 01.04 0.01csq      и    2,3 03.16 0.001csq     . 

На больших расстояниях, когда 0 10   и 0.583s cs    , соответственно получаем: 

   2,3 00.42 0.01csq      и    2,3 01.33 0.001csq     .  

Для корректности сравнения точных и приближенных результатов в качественной 

оценке нам необходимо еще учесть и вклад прямого изображения  1 csq  . Эту величину 

удобней определять не через коэффициент усиления  1 s csq    , а через соответствующее 

поле усиления  1 1q    . Для этой цели на рис. 4.13 приведены поля усиления для 

рассматриваемой модели линзы с 10  , вычисленные для значений 0 5   и 0 10  . 

Алгоритм перехода от коэффициента усиления  1 sq   к полю усиления в общем виде 

состоит в следующем. Вначале в соответсвии с данными таблицы 4.1 для заданных 

смещений источника s cs    находим прицельные параметры 1    прямых изображений. В 

результате для 0 5   получам 1 0.474  , а для 0 10   - 1 0.868  . Затем, согласно расчетам и 

представленным на рис. 4.13 зависимостям, находим коэффициенты усиления прямых 

изображений, расположенных под углами 1   . В итоге получаем, что для дистанции 0 5   

коэффициент усиления равен  1 1 0.474 1.485q    , а при 0 10   -  1 1 0.868 1.125q    . 
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Рис. 4.13. 

Поле усиления  q  , рассчитанное для модели линзы с 10   и удалений 0 5   и 0 10   

 

Суммируя результаты вычислений, находим, что для дистанции 0 5   и углового 

размера источника 0 0.01   суммарное усиление блеска при проецировании источника на 

каустику равно    1 1 2,3 1.485 1.04 2.53csq q q       , а для 0 0.001   - 

1 2,3 1.485 3.16 4.65q q q     . На больших удалениях, когда 0 10  , соответственно получаем 

1 2,3 1.125 0.42 1.55q q q      при 0 0.01   и  1 2,3 1.125 1.33 2.46q q q      при 0 0.001  . 

Итоговые результаты сравнения точных и приближенных вычислений сведены в таблице 4.2. 

Из сопоставления данных видно, что оценочные величины тем ближе приближаются к 

точным значениям, чем меньше угловой размер источника. Относительная погрешность 

сделанных оценок  . . .ò î ÷í ï ðèáë ò î ÷íq q q    не превосходит 0.15 и уменьшается с уменьшением 

углового размера источника 

 

Угловой 
размер 

источника 
0  

Величина коэффициента усиления 
блеска 
 0 5q    

Величина коэффициента усиления 
блеска 
 0 10q    

Точная  Приближ. Точная Приближ.  

210  2.9 2.53 1.66 1.55 

310  5.48 4.65 2.71 2.46 

 

Таблица 4.2 
Сравнительные величины точных и приближенных вычислений коэффициента усиления 
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4.4. Связь между эффективной апертурой макролинзы 
и коэффициентом усиления блеска 

Качественные оценки коэффициента усиления можно также получить, 

воспользовавшись введенным выше понятием ЭАМ. При этом получаемые конечные 

результаты допускают простое физическое объяснение. Покажем это вначале на примере 

фокусировки излучения гауссова источника моделью Кинга, а затем обобщим выводы на 

случай произвольных источников излучения и гравитационных линз. 

Изолированные изображения. Из теории ГЛ следует, что при фокусировке излучения 

протяженного источника происходит не только изменение видимого телесного угла 

изображения, но и перераспределение яркости внутри него. Если источник имеет 

равномерное распределение яркости, то точно такое же распределение будет отмечаться и по 

всей поверхности видимого изображения. Изменение блеска в этом случае происходит 

только за счет изменения телесного угла изображения по сравнению с невозмущенным 

телесным углом источника. Например, если источник представляет собой ”небольшой” 

однородный круговой диск радиуса 02 , то каждое из изолированных макроизображений 

будет иметь вид повернутого эллипса с полуосями    1,2 02 1 j j       
 

 . В пределах 

эллипсов также будет наблюдаться равномерное распределение яркости, причем в точности 

совпадающее с исходной яркостью источника. Коэффициент усиления блеска изображений в 

рассматриваемом случае будет равен отношению телесных углов: площадей эллипса и круга. 

В результате получаем 

 
121 2 2

2
0

1
2 j

jq




 
     


 .        (4.116) 

Для гауссова источника с малыми угловыми размерами (“точечного”) можно также 

приближенно считать, что распределение яркости по поверхностям как самого источника, 

так и видимых его изображений приближенно равномерное и совпадающее между собой по 

величине. Усиление блеска и в этом случае происходит только за счет изменения телесного 

угла изображения. Если считать, что эффективный радиус “диска” гауссова источника равен 

02  , а изолированные изображения совпадают с ЭАМ, имеющих согласно (4.35) вид 

повернутых эллипсов, то коэффициент усиления блеска приближенно можно определить как 

отношение площади ЭАМ  1 2ÝÀÌ     к эффективной площади источника 

  2
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По-поводу полученного результата заметим следующее. С одной строны, (4.117) 

совпадает с формулой для однородного диска (4.116), а с другой,- с выражением (2.25), 

полученным для “точечного” источника. Обобщая вышеприведенные примеры, можно 

утверждать, что коэффициент усиления блеска изолированного макроизображения 

протяженного источника “небольших” размеров приближенно определяется так же, 

как и для точечного источника. Этот результат, полученный на примере гауссова 

источника, справедлив и для любых линз и “точечных” источников с произвольным 

распределением яркости [39]. 

Центральный источник. Как уже было показано выше, при фокусировке средним 

полем тяготения шарового скопления излучения центрального источника  0s   могут 

наблюдаться два макроизображения, одно из которых центральное, а второе – кольцевое. 

Вблизи точки каспа, когда 0 1  , изображения сливаются в единое целое. а затем с ростом 

 0 0 1     разделяются на два отдельных. 

Эффективную апертуру макролинзы для центрального изображения при 0 1   и 

0 1   можно рассатривать как круговой диск радиуса eff  (4.83). В свою очередь, как мы уже 

отмечали ранее, невозмущенное линзой изображение гауссова источника имеет вид диска с 

эффективным радиусом 02eff   . Величину коэффициента усиления оценим как отношение 

площадей изображения ( 2
ÝÀÌ eff   ) и источника ( 2

0 02   ): 
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.         (4.118) 

Видно, что найденное значение в точности согласуется с (4.109). Аналогичным образом для 

предельного случая 0 1   мы нашли величину радиуса eff  круговой эффективной апертуры 

равной (4.86). Определяя снова коэффициент усиления как отношение площадей ЭАМ и 

источника, находим 
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,           (4.119) 

что опять хорошо согласуется с (4.110).  

В Разделе 4.2 мы также оценили радиус 1cr  и ширину eff  кольцевой ЭАМ (см. 

(4.90)). Вычисляя снова коэффициент усиления как отношение площадей ЭАМ (кольцо 

площадью 12 2ÝÀÌ cr eff     ) и источника, получаем 
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4 2 2

2

cr eff cr

cr

q
d

d

  
  


 



,        (4.120) 

что также хорошо согласуется с ранее найденным результатом (4.111). 
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Источник вблизи каустики. В заключение снова рассмотрим наиболее интересный 

случай, когда центр яркости гауссова источника проецируется прямо на каустику 

макролинзы. Оценка усиления блеска прямого изображения производится согласно (4.117) и 

для аксиально симметричной модели макролинзы легко преобразуется к более простому 

виду (4.114). Контур же ЭАМ в окрестности слившейся пары инвертированных изображений 

определяется с помощью найденного ранее выражения (4.97). Если считать, что ЭАМ вблизи 

центра, расположенного строго на критической кривой макролинзы  2,3 2 ,cr      

2,3 s       , приближенно имеет форму овала - эллипса с полуосями, определяемыми 

согласно (4.98), то 2ÝÀÌ eff cr s eff      , и мы получаем следующую оценку: 

   
1 2 1 22 2

2 2 21 4
2,3 0 2 0 22 2 2

0

2 1, 2 .
2

eff cr s eff cr cr
cr cr

cs cs

d d
q

d d

         
                 

  (4.121) 

Сравнивая данное выражение с полученным ранее значением (4.115), видим достаточно 

хорошее совпадение результатов. 

 Суммируя и обощая вышеизложенное, можно сказать, что в общем случае 

коэффициент усиления блеска протяженного источника небольших размеров может 

быть приближенно оценен как отношение площади эффективной апертуры 

макролинзы к невозмущенной эффективной “площади” источника излучения: 

0ÝAMq    . Отсюда вытекает и физический смысл понятия ЭАМ. Так же, как и первая зона 

Френеля в задачах дифракции, обеспечивающая основной вклад в величину регистрируемого 

поля, ЭАМ вносит основной вклад в интегральное по углам значение некогерентной 

составляющей интенсивности в точке наблюдения. Полученную связь 0ÝAMq     между 

коэффициентом усиления и эффективными площадями ЭАМ и источника можно 

использовать еще и для оценок площадей ЭАМ выбранных макроизображений. Например, 

если нам известен коэффициент усиления блеска q  изображения и невозмущенная площадь 

0  источника, то эффективная плошадь апертуры макролинзы может быть оценена как 

2
02ÝÀÌ q   .           (4.122) 

4.5. Оценка необходимого к учету количества микролинз 

 Для статистической оценки количества микролинз, которое необходимо учитывать 

при анализе влияния ЭМЛ, вначале сделаем некоторые обобщения ранее полученных 

выражений, затем исследуем структуру микроизображений и, наконец, проведем анализ их 

вклада в полный блеск наблюдаемого изображения. 

Для упрощения анализ снова проведем на примере изотропного гауссова источника 

излучения в предположении, что все микролинзы имеют приблизительно одинаковые массы, 
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а их положения некоррелируют между собой. В данной постановке задачи “динамика” 

распределения яркости и блеск изображения, наблюдаемого через сложную ГЛ, состоящую 

из непрерывно распределенного вещества и компактных микролинз, описывается согласно 

исходным выражениям (4.24-27), которые мы перепишем в виде 

       
2

2 2
0 0

1
, , exp ,

2 2
s

p s g s g
d

I D
J F F
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                       

         ,    (4.123) 
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 
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                           
 

            (4.124) 

Здесь, как и ранее, для регулярной и случайной составляющих введены обозначения: 
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 

    
   

      (4.125) 

Как уже отмечалось в Разделе 3, анализ статистических характеристик принимаемого 

излучения существенно упрощается, если нам удается построить функцию распределения 

 N gW    
   случайного вектора  g 

   для текущего угла наблюдения 
 . В работах 

[10,12,17] данная задача была решена приближенно, в предположении, что рассеиватели 

расположены в пределах статистически однородного и изотропного диска. Предполагалось 

также, что углы наблюдения   малы и флуктуации углов отклонения лучей в пределах диска 

такие же, как и в его центре:    0g g  
  . Было показано, что для малых углов рассеяния 

функция  0N gW   


 приблизительно совпадает с распределением Гаусса (3.165), где 0  и gB  

- константы, задаваемые из модельных представлений. Обобщим теперь найденное 

распределение на случай, когда скопление состоит из диффузной материи и произвольно 

распределеных микролинз. 

Из общих соображений можно предположить, что нормальное распределение  g 
   

локально справедливо и для сложной модели ГЛ и произвольных углов наблюдения 
 . 

Данное предположение можно обосновать следующим. Из рассмотренных в Разделе 3 задач 

рассеяния в квантовой механики и теории гравитации следовали выводы, что для 

нормализации процесса многократного рассеяния, прежде всего, необходимо выполнение 

следующих условий. Во-первых, средняя величина угла рассеяния в каждой выбранной 

точке   должна быть равна нулю. Второе условие было связано с тем, что рассеяние должно 

производиться большим количеством рассеивателей, равномерно распределенных внутри 

площадки, ортогонально расположенной к среднему углу отклонения. Указанные условия 
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локально выполняются в общем случае произвольной ГЛ. Действительно, с одной стороны, в 

любой выбранной точке   на поверхности скопления условие   0g    
   автоматически 

удовлетворяется согласно определению (4.125). С другой стороны, - распределение 

микролинз в пределах площадки небольших размеров, прилегающей к выбранному “центру”, 


  можно приближенно считать равномерным, а саму площадку с рассеивателями - 

ортогональной регулярному лучу, проходящему через “центр”    под углом  g   
  . Если 

поверхностная плотность микролинз в скоплении достаточно “велика”, то можно считать, 

что и количество микролинз в пределах рассматриваемой площадки также большое  1N  .  

Существует, однако, проблема определения размеров площадки, вносящей основной 

вклад в рассеяние. В квантовой механике для модели бесконечно протяженной 

статистически однородной мишени внешняя граница площадки фактически определялась 

как эффекивный радиус экранировки 0R  потенциала Юкавы (3.95). В теории же гравитации, 

из-за отсутствия экранирующего фактора, приходилось рассматривать статистически 

однородный диск конечных размеров. Для реальных линз-галактик ограничения размеров 

“диска” практически осуществляется регулярной рефракцией лучей g  


, из-за которой 

удаленные от выбранного центра отсчета области не влияют на функцию распределения 

углов отклонения в точке  . 

С учетом вышесказанного, перепишем (3.165), произведя формально переобзначения 

 g g   
    и  0 0  

 . В результате получаем следующее обобщенное представление 

функции распределения случайного угла отклонения  g 
  : 

 
   

2

2 2
0 0

1
exp g

N g
g g

W
B B

              


 

  .       (4.126) 

Здесь через    0 2 g mr r   
   обозначен угол гравитационного отклонения луча с 

прицельным параметром  mr 
 , равным среднему межзвездному расстоянию между 

микролинзами в рассматриваемой области углов наблюдения. Учитывая связь между 

величиной mr  и значением средней плотности микролинз r   21r mr   , а также предполагая, 

что функция распределения положений микролинз плавно меняется по поверхности 

макролинзы, получаем 

         2
0

2 2
2g g d

g r g
m d

r r D
r

r D D             


   
 

.     (4.127) 

Некоторые соображения по поводу определения параметра gB  в (4.126) будут высказаны 

ниже, здесь же напомним, что согласно (3.161) величина gB  связана с общим количеством 

учитываемых микролинз как  ln 1gB N N � . 
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Прежде чем переходить к дальнейшему анализу, заметим, что рассмотренный подход 

часто используется в радиофизике при исследованиях рассеяния излучения в средах с двумя 

характерными масштабами изменения параметров. В качестве примера можно указать на 

такие природные “линзы”, как земная атмосфера, солнечная корона и т.д. 

Крупномасштабные изменения углов рефракции в таких объектах связаны с изменениями 

регулярных параметров атмосфер, а мелкомасштабные - со случайными неоднородностями 

среды. При этом приходится учитывать, что параметры распределения случайного рассеяния 

(например, дисперсия углов рассеяния) могут плавно изменяться в зависимости от 

положения исследуемой области в “макролинзе”.  

 С помощью обобщенной функции распределения (4.126) несложно определить 

различные статистические характеристики принимаемого излучения. Например, аналогично 

Разделу 3.4, среднее распределение яркости и средний блеск легко находятся так:  
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    (4.128) 
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Здесь через    2 2 2 2
0 2sc g dD B D    

  , обозначено локальное значение среднего квадрата 

эффективного угла гравитационного рассеяния лучей. Если в выражении для  2
sc 

  ввести в 

рассмотрение величину    2 2
02 g gB    

  , а также учесть определение (4.127), то несложно 

получить еще и такие представления: 

       
22 2 4

2sc d g g gD D B 


        
   .       (4.130) 

 Исследуем теперь динамические и статистические характеристики сложной линзы с 

учетом влияния ЭМЛ. Рассмотрим вначале динамическое решение задачи, основанное на 

анализе исходного выражения (4.124). Согласно определению, эффективный угол рассеяния 

   2
sc g   

 
� . Для реальных линз величина  sc 

  чрезвычайно мала даже при учете всех 

без исключения микролинз-звезд в галактике  1210N � . С учетом этого для источников с 

угловыми размерами намного меньшими характерных угловых масштабов изменения 

регулярного угла макролинзы  0 g g        
 

 анализ (4.124) может быть проведен 

на основе асимптотических оценок интегралов лапласовского типа. Основу исследований 
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при этом составляет уравнение    , 0s g dF D D     
    , которое перепишем в виде, 

аналогичном (4.28): 

   2, s gF f    
   .          (4.131) 

Здесь случайная функция  f 
   определяется согласно (4.27).  

Действительные корни i  
   уравнения (4.131) определяют положение максимумов 

яркости во множественных микроизображениях источника. Из общего вида (4.124) и (4.131) 

можно сказать, что структура микроизображений (их протяженность и взаимодействие 

между собой) зависит от многих параметров. Прежде всего, это положение  s


 и угловой 

размер  0  источника излучения, наличие в линзе диффузного вещества, величина углового 

радиуса кольца Эйнштейна-Хвольсона отдельной микролинзы  g  и плотность 

распределения микролинз в скоплении   .  

Чрезвычайная малость величины  6 1110 . . 5 10 .g g óãë ñåê ðàä    � , стоящей в правой 

части (4.131), позволяет нам при решении задачи использовать некоторые упрощения. 

Значения корней i  
   можно приближенно находить методом итеррации. Суть данного 

метода состоит в следующем. Представим искомое решение в виде суммы: 

   1 2 ...j j j     
   , где j


 - корень, получаемый из нулевой итерации (4.131), когда в 

правой части мы должны положить 0g  , а    2 1, 2,...k k
j g k  


� . Из решения в нулевом 

приближении ранее мы нашли центры яркости  1, 2,..j Mj N   
  наблюдаемых 

макроизображений, определили структуры фокальных областей макролинзы, ввели понятие 

ЭАМ и сделали оценки коэффициента услиления.  

Следующий шаг заключается в нахождении малых поправок  k
j

  к решению нулевого 

приближения. Предварительный анализ и численное моделирование показывают, что центры 

микроизображений, вносящих основной вклад в полный блеск всего изображения, в 

основном группируются вблизи корней нулевого приближения  j s 
 

, т.е. в окрестности 

центров видимых макроизображений. С учетом этого в небольшой окрестности выбранной 

точки j


 анализ удобней проводить в системе отсчета со смещенным центром. Введя в 

рассмотрение небольшие отклонения углов j   
   и l l j   

  , перепишем (4.131) в 

новой системе координат: 

   
   

2 2
2 2

1 1

, .
N N

l l
j s g j g

l ll l

F f
 

                  
      
 

       
       (4.132) 
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В данном выражении под N  мы пока подразумеваем полное количество микролинз-звезд в 

скоплении. Однако из общих соображений следует, что основной вклад во флуктуации 

блеска макроизображения вносят не все микролинзы, а лишь их небольшая часть 

 j jN N N   . Нашей задачей на данном этапе и будет определение разумного критерия 

оценки величины jN . Для этого, следуя уже неоднократно используемой схеме, 

последовательно рассмотрим различные случаи фокусировки.  

Как уже отмечалось в предыдущих разделах, при анализе эффекта гравитационной 

фокусировки излучения источников с малыми угловыми размерами регулярную часть 

уравнения (4.132) можно представить в виде ряда по степеням 
  (см. (4.31)). Для 

изолированого макроизображения и значениях параметров dif  и dif , лежащих вдали от 

критических, в разложении можно ограничиться лишь линейными членами, и в системе 

координат, ориентированной вдоль главных осей симметрии поверхностной плотности 

массы, мы получаем следующее соотношение [10,12,17]: 

 
2

2
1

1 , 0

0 , 1

N
dif dif l

g
ldif dif lj


      
   

       


 


  .      (4.133) 

Таким образом, упрощенная динамическая задача анализа влияния ЭМЛ на структуру 

видимого изображения и его вклада во флуктуации суммарного блеска заключается, прежде 

всего, в нахождении действительных корней уравнения (4.133). В первых работах по 

статистике ЭМЛ (см., например, [9,17]) было показано, что в приближении локально 

однородного диска (4.133) все микроизображения (корни i
 ) можно условно разбить на две 

группы: “ближние” и “дальние”. “Ближние”, расположенные в непосредственной близости 

от центра наблюдаемого макроизображения  j  
 , вносят основной вклад во флуктуации 

суммарного блеска изображения. “Дальние” же представляют собой инвертируемые слабые 

микроизображения, наблюдаемые вблизи всех рассматриваемых в скоплении микролинз. По 

мере увеличения расстояний микролинз от центра выбранного макроизображения 

инвертированные микроизображения все больше и больше приближаются к 

соответствующим микролинзам. При этом коэффициент усиления их блеска резко падает. В 

совокупности все инвертируемые “дальние” микроизображения образуют слабо светящееся 

“гало”, интенсивность которого достаточно быстро спадает  4


� , и поэтому вкладом 

“гало” практически пренебрегают.  

На качественном уровне наблюдаемую картину поясним на примере фокусировки 

макролинзой с небольшой оптической толщиной, когда 1  . Некоторые результаты 



 176

численного анализа ЭМЛ при критических значениях оптической толщины будут 

представлены в следующем разделе. Известно, что при небольших значениях    1   

фокальные структуры отдельных микролинз практически не перекрываются, и их 

совокупное влияние сводится к сумме вкладов отдельных слагаемых. Действие отдельной 

микролинзы на фоне локально однородного диска приводит к тому, что вблизи нее 

образуется критическая кривая, имеющая вид деформированного кольца Эйнштейна-

Хвольсона со средним радиусом g  . Внутри критической кривой расположена небольшая 

ромбическая микрокаустика. При проецировании источника внутрь микрокаустики будут 

наблюдаться четыре микроизображения, расположенные по обе стороны от критической 

кривой микролинзы. Два изображения, наблюдаемые вне критической кривой, называются 

прямыми, а два внутренних – инвертированными. При выходе источника за пределы 

микрокаустики два микроизображения сливаются и исчезают. В результате при 

значительных удалениях l
  микролинзы от центра макроизображения источник 

проецируется вдали от микрокаустики, и наблюдаются всего лишь два микроизображения: 

одно прямое и одно инвертированное. По мере роста расстояния l
  прямое 

микроизображение приближается к началу системы отсчета, а инвертированное, наоборот, 

все больше и больше приближается к удаляющейся микролинзе.  

Учет влияния небольшого количества “ближних” микролинз на флуктуации блеска 

наблюдаемого изображения в основном проводят с помощью численного моделирования. 

По-поводу же оценки вклада “дальних” микролинз можно сказать следующее. В модельном 

представлении микролинз в виде точечных масс фактически нет ограничений на 

максимальную величину угла отклонения на отдельной микролинзе. Действительно, 

 2

l l    
     при l  

  . Это означает, что даже с учетом чрезвычайной 

малости коэффициента 2
g  в правых частях (4.132) и (4.133), в решении уравнений всегда 

будут присутствовать корни (инвертированные микроизображения), расположенные в 

непосредственной близости от “своих” микролинз. Так как усиление блеска 

инвертированного микроизображения тем меньше, чем ближе оно расположено к 

микролинзе, то и его вклад в суммарный блеск будет уменьшаться с ростом l
 . Отсюда и 

возникает зависимость убывания яркости ”гало” 4


� . Обычно вкладом “удаленных” 

инвертированных микроизображений в суммарный блеск изображения практически 

пренебрегают. С одной стороны, это связано с быстрым спаданием яркости “гало”  4


� . 

С другой стороны, еще и по той причине, что при наблюдениях реальных микролинз (звезд, 

планет и т.д.) максимальный угол отклонения луча всегда ограничен сверху радиусом stR  
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микролинзы (звезды, планеты и т.д.). Например, если роль микролинзы выполняет звезда, 

подобная нашему Солнцу, то 5
max 2 10 1g g g str R     � . С учетом этого достаточно 

удаленные - инвертированные микроизображения будут просто экранироваться дисками 

звезд. Несколько слов следует сказать еще и о “прямых” микроизображениях “дальних” 

микролинз, которые должны быть расположены вблизи центра макроизображения. Анализ 

их влияния можно снова провести на основе метода итеррации. Применительно к 

упрощеному уравнению (4.133) в нулевой итеррации решение имеет вид 0 
 . Для 

нахождения малых поправок  1 2
g 


�  мы должны в правой части (4.133) положить 0 

 . В 

результате получаем следующее выражение: 

 

 
1 2

2
1

1 , 0

0 , 1

N
dif dif l

g
ldif dif lj


     
   

      





 .      (4.134) 

Решение данного уравнения 

 

 

1

1 2
2

1

1 , 0

0 , 1

N
dif dif l

g
ldif dif j l





     
    

      





  ,      (4.135) 

где 
1

dif j
Q


    - обратная матрица диффузной составляющей, приближенно и определяет 

флуктуации центра макроизображения под действием окружающих “дальних” микролинз. 

Видно, что  1
  в (4.135) можно представить в виде суммы    1 1

l    , где  1
l
  является 

смещением центра яркости макроизображения под действием l -й микролинзы: 

 

 

1

1 2
2

1 , 0

0 , 1

dif dif l
l g

dif dif j l

     
    

      




 .      (4.136) 

Заметим, что при равномерном распределении положений микролинз в окрестности 

выбраного макроизображения, суммирование большого числа независимых слагаемых в 

(4.135) приводит к ничтожно малому результату  1 0 
 . 

Подводя итог качественного учета влияния “дальних” микролинз, можно сказать 

следующее. С одной стороны, дальние микролинзы своими полями тяготения приводят к 

небольшим флуктуациям центра яркости наблюдаемого макроизображения источника. С 

другой стороны, инвертированные микроизображения, расположенные вблизи 

соответствующих микролинз, в совокупности образуют слабо светящееся гало, 

интенсивность которого быстро убывает с ростом расстояния от центра макроизображения. 

В силу вышесказанного, вкладом “дальних” микролинз во флуктуации блеска 

макроизображения практически пренебрегают. 
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Перейдем теперь к исследованию влияния ЭМЛ на распределение средней яркости. 

Согласно ранее полученным результатам, в небольшой окрестности выбраного 

изолированного макроизображения  j  
  мы можем определить локальные значения 

необходимых нам параметров    0 0 j    
  и g g jB B . После этого с помощью построенной 

функции  N g jW    
 

 согласно (4.128) находим среднюю яркость в небольшой окрестности 

вблизи центра j  го макроизображения: 

 
   

 
2

2 2 2 2
0 0

1
exp

2 2

s
pj j

sc j sc j

I
J Q

 
                       

 
  .    (4.137) 

Здесь   j
Q  - полная матрица усиления (3.21), включающая в себя как диффузную, так и 

звездную составляющие поверхностной плотности массы скопления, а характерный средний 

квадрат угла рассеяния равен    2 2 2 2
0 2sc j j g j dD B D    

 
 . С помощью построенного 

распределения яркости перейдем теперь к рассмотрению вопроса об определении разумного 

числа микролинз jN , которым можно ограничиться при анализе ЭМЛ.  

Вначале, следуя схеме, предложенной в работах [10,12,17], рассмотрим случай 

локально однородного и изотропного кругового диска  0  , когда матрица усиления имеет 

наиболее простой вид   1 , 0

0 , 1j
j

Q
  

    
. В данном представлении исходная формула (4.137) 

упрощается и определяется так: 

   2 2

2 2
0 0

1
exp

2 2
s

pj
j j

I
J

         
   




 
,       (4.138) 

где  2 2 2
0 0j sc j    


 . Из-за того, что в приближении локально однородного диска 

невозможно указать его внешние границы. В результате при определении полного среднего 

блеска макроизображения, мы должны интегрирование по 
  в (4.138) проводить в 

бесконечных пределах. При этом получаем результат 

     
 2
1

s
p j pj

I
I J d





        
 


  ,       (4.139) 

который в точности соответствует случаю идеальной линзы. Из полученного выражения 

следует, что в модельном представлении локально однородного кругового диска, 

находящегося внутри бесконечного слоя, блеск наблюдаемого изображения практически не 

зависит от углов 0  и sc . Кроме того, средний блеск наблюдаемого изображения 

бесконечно возрастает при 1  . 
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С помощью (4.138) определим теперь поток энергии, заключенный в пределах 

“конечного” телесного угла 0     : 

     
 

 22
2

2 2
0 0 0

1
1 exp

1
s

p j pj
j

I
I d d J

                     
      

 



.   (4.140) 

и относительную величину 

        2 2 2
01 exp 1p pj pj jI I I                  .     (4.141) 

Из найденных выражений следует, что, во-первых, практически весь поток  99%  

сосредоточен в пределах изофоты с радиусом 

99% 03 1               (4.142) 

и, во-вторых, при критическом значении оптической толщины, когда 1  , оносительный 

поток излучения равен нулю: 

 
1
0pI


     .          (4.143) 

В общем случае в линейном приближении матрица усиления  Q  характеризуется не 

только оптической толщиной  , но и сдвигом  . При этом изофота (4.142) имеет уже вид не 

кольца, как для однородного изотропного диска, а повернутого эллипса с полуосями, 

равными [17]: 

1,2 99% 03 1                 (4.144) 

В работах [10,12,17] был предложен также и достаточно простой алгоритм оценки 

величины jN . Если в пределах рассматриваемого макроизображения средняя угловая 

поверхностная плотность микролинз равна  , то jN  приближенно можно оценить из 

следующего соотношения:  

 
 

2
0 2

99% 1 2 0299% 2

10
10

1
j

j eff eff jN q  




         

    


 .    (4.145) 

 Прежде чем проводить обобщение полученных результатов на общий случай 

фокусировки, когда могут наблюдаться и более сложные, чем изолированные, структуры 

изображений, сделаем несколько критических замечаний по-поводу представленных выше 

результатов.  

1. Формулы (4.137-145), полученные в приближении локально однородного диска, 

находящегося внутри бесконечного рассеивающего слоя, не допускают рассмотрения 

значений параметров   и   близких к критическим, когда  1 0     .  

2. Укажем еще на один недостаток приведенных выше формул. Сделаем это на 

примере более реальной модели линзы в виде “изолированного” статистически однородного 
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диска с конечным угловым радиусом max disc   . В вышерассмотренном, модельном 

представлении всегда предполагалось, что источник, центр масс “вырезанного” из 

бесконечной плоскости, диска и наблюдатель всегда находятся на одной оси (см. Рис. 3.2). В 

новом модельном представлении “изолированного” диска уже возникает необходимость 

конкретизации взаимного расположения объектов. Для корректного сравнения результатов 

двух модельных представлений, предположим, что и в рассматриваемом случае центр 

яркости источника, центр масс “изолированного” диска и наблюдатель также находятся на 

одной оси. При анализе эффекта фокусировки, производимой “новой” моделью линзы, 

вначале исследуем фокусировку излучения при относительных удалениях 0 1   . Затем 

обсудим результаты, полученные для критического значения 1  . В заключение несколько 

слов скажем и о случае, когда 1  .  

Из общих соображений следует, что для удалений наблюдателя, не очень близко 

приближающихся к критическому значению  0 1   , основной поток энергии от источника 

с небольшими размерами  0 disc   приходит в точку наблюдении из области внутренних 

углов  disc   . При этом в пределах телесных углов disc      распределения средних 

значений яркости  pjJ  
 и потока излучения  pjI    определяются так же, как и в 

приближении локально однородного диска, согласно (4.138) и (4.140). Однако при 

вычислении полного беска наблюдаемого изображения мы должны уже учесть, что 

максимальный раскрыв апертуры линзы ограничен сверху (не   , а max disc   ). 

Поэтому, в отличие от (4.139), для модели изолированного диска мы получаем следующий 

результат: 

 
 

 2

2
2 2

0

1
1 exp

21
s

p disc disc

I
I

            
      


.      (4.146) 

Следует отметить, что для удалений  , удовлетворяющих условию 

  01 2 1disc     , мы получаем результат, в точности совпадающий с (4.139). Однако, в 

отличие от (4.139), формула (4.146) допускает рассмотрение и критических значений 

1 0   . Действительно, при 1 0   , находим 

 
2

21 0
02

disc
p disc sI I

 


     


.         (4.147) 

 Для построения относительного потока излучения в исходных формулах (4.140) и 

(4.146) введем в рассмотрение нормированный телесный угол 1disc      и относительный 

раскрыв диска 02disca    . В результате аналогично (4.141) для удалений  0 1    

получаем 
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   
 

   2 22 2 21 11 1
1

p a a
p

p

I
I e e

I
                          

.     (4.148) 

Из общих соображений ясно, что эффект фокусировки будет ярко выражен только в том 

случае, когда параметр a  достаточно большой  1a  . В противном случае при 1a   

фокусирующее действие диска просто не ощущается. Это так называемый случай слабого 

линзирования, который в данной работе не рассматривается.  

Из (4.148) легко находятся радиусы изофот, в пределах которых заключены основные 

потоки энергии при различных значениях параметров задачи. Например, при 1a   и 

значениях оптической толщины, удовлетворяющих неравенству  1 1a    , получаем 

упрощенное выражение 

    22 21 exp 1pI a          ,        (4.149) 

которое в точности совпадает с ранее найденным (4.141). Однако при критическом значении 

1 0    мы получаем результат 

  2

1
1pI


       ,          (4.150) 

коренным образом отличающийся от ранее найденного (4.143).  

Формулы (4.147) и (4.150) отражают хорошо известный в радиофизике факт, 

что при наличии случайного рассеяния лучей в апертуре линзы в её фокальных областях 

никогда не наблюдается бесконечно больших усилений. Величина максимально 

возможного усиления излучения зависит от углового размера источника 0  и угла 

рассеяния излучения на случайных неоднородностях среды sc . 

В качестве примера на рис. 4.14 показаны зависимости  pI    , построенные для 

2 50a   и различных значениях оптической толщины  . 

pI  

 
Рис. 4.14 

Зависимость относительного среднего потока 
pI   от радиуса раскрыва апертуры   

для значения параметра 2 50a   и различных значений оптических толщин 

         0 0.2 1 ;0.4 2 ;0.6 3 ;0.8 4 ;1.0 5   
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Проанализируем теперь полученные результаты и сделаем некоторые обобщающие 

выводы. 

1. Прежде всего отметим, что оценочная формула (4.144) на самом деле не дает еще 

окончательного ответа на поставленный вопрос, а представляет собой лишь трансцендентное 

уравнение, где неизвестная величина jN  присутствует как в левой, так и в правой  0  

частях равенства. Известно, что одним из простых способов решения уравнений подобного 

типа является, например, графический. 

2. Найденные для модельного представления изолированного диска конечных 

размеров формулы допускают рассмотрение и точечного источника излучения, когда 0 0  . 

В этом случае эффективный угловой размер “источника” 0 , по-прежнему, остается 

величиной конечной и равной 0 g dD D    . В результате никаких расходимостей в усилении 

не происходит.  

3. В Разделе 4.2 на основе рассмотрения макролинзы без случайных неоднородностей 

мы ввели понятие ЭAM, с помощью которого удалось легко произвести оценки блеска 

наблюдаемых макроизображений при произвольном их положении относительно 

критических кривых линзы. Аналогичное понятие можно ввести и для макролинзы со 

случайными неоднородностями. Как было продемонстрировано в Разделах 2 и 3, учет 

гравитационного разброса лучей в макролинзе в статистическом плане фактически приводит 

к увеличению характерного размера источника излучения. Поэтому для определения 

структуры эффективной апертуры макролинзы с учетом гравитационного разброса лучей 

можно воспользоваться рассуждениями и оценками Раздела 4.2. Необходимо только во всех 

формулах произвести формальную замену  22 2
0 0 0 d gD D       . Например, для модели 

шарового скопления в нормированных углах мы должны сделать замену 

0 0 0 0R R         . В результате приходим к выводу, что учет случайного разброса 

лучей в апертуре ГЛ в среднем приводит к увеличению эффективных размеров ЭAM при 

одновременном уменьшении максимальных значений коэффициентов усиления блеска 

 j j jq q q    . Исключением из данного правила являются изолированные изображения, 

для которых размеры ЭАМ и источника излучения возрастают, а коэффициент усиления 

остается без изменения. Данное обстоятельство следует только из линейного приближения, 

когда усиление блеска изображения не зависит от размера источника (см. (4.118)). Следует, 

однако, заметить, что найденные оценки являются приближенными и справедливыми лишь 

при условии, что в пределах видимых макроизображений распределение макролинз почти 

однородно и изотропно.  
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4. Согласно (4.16) и с учетом замены 0 0   и определения (4.117) для площади 

ЭАМ: 2
02ÝÀÌ jq   , исходную формулу (4.144) нужно переписать в виде  

5j ÝÀÌN     .          (4.151) 

Обобщая полученный результат на случай, когда источник излучения может 

проецироваться и вблизи критических областей макролинзы, получаем следующую 

оценочную формулу: 

j ÝÀÌN A     .          (4.152) 

Здесь параметр A  в зависимости от того, с какой степнью точности мы хотим 

учитывать влияние ближайших к даному макроизображению микролинз, может 

принимать значения в несколько единиц; 2
02ÝÀÌ q      - площадь эффективной 

апертуры макролинзы, q  - средний коэффициент усиления блеска изображения, а   - 

средняя угловая плотность микролинз в пределах рассматриваемой ЭАМ.  

 В заключительной части раздела остановимся кратко на анализе средних 

характеристик макролинзы при закритических значениях оптической толщины диска  1  . 

Как уже отмечалось в предыдущих разделах, вопрос о фокусирующих свойствах линзы при 

1   в модельном приближении локально однородного диска, находящегося внутри 

бесконечного слоя, просто не имеет смысла, так как бесконечный однородный слой 

никакими фокусирующими способностями не обладает. Таковые присущи только модели 

изолированного диска конечного радиуса. Поэтому исследование снова проведем на примере 

изолированного диска. За основу возьмем выражение (3.55), которое описывает 

распределение яркости изображения источника, видимого сквозь диск.  

Напомним, что в модельном приближении локального кругового диска, находящегося 

внутри бесконечно протяженного однородного слоя, случайная функция  f 
  , определялась 

авторами [10,12,17] как (см. (3.54)) 

     2 2
0 0

, , ;

0 , .

N N
l l

l disc
k ll l

disc

f  

               
   

 
   

            (4.153) 

При анализе гравитационной фокусироки излучения центрального  0s   гауссова 

источника небольших размеров  0 disc    для двух предельных случаев малых  1   и 

больших  1   оптических толщин на основе упрощения     20 l lf f      , авторам 

удалось построить функцию распределения углов гравитационного рассеяния лучей  NW f


, с 

помощью которой в дальнейшем определялись средние энергетические характеристики 
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линзы. Для других, в частности, близким к единице значениям  , анализ производился с 

помощью численного счета.  

 В более реальном модельном приближении изолированного диска конечных размеров 

имеются кардинальные различия по сравнению с предыдущим случаем. Так, для оптических 

толщин 1   с учетом того, что эффект фокусировки создается практически только 

внутренними лучами  disc   , случайная функция  f 
   определяется так же, как и в 

(4.153). Однако уже при 1   в модельном приближении изолированного диска необходимо 

учитывать характерную особенность фокусировки, которая связана с тем, что в точку 

наблюдения, кроме лучей, прилегающих к центру диска, могут приходить еще и “внешние”, 

из той области пространства, где линза-диск в среднем работает как “точечная” масса (см. 

Раздел 2.4). Данное обстоятельство приводит к тому, что при 1  , кроме центрального 

изображения, вне диска будет наблюдаться еще и кольцевое, группирующееся вокруг кольца 

Эйнштейна – Хвольсона всего диска. В пределах кольцевого изображения под действием 

“внутренних” микролинз диска, также будут наблюдаться флуктуации угла отклонения, что 

приведет к случайным изменениям яркости и блеска наблюдаемого изображения, В случае, 

когда средний радиус кольца Эйнштейна-Хвольсона удален от границы диска на достаточно 

большое расстояние для области значений углов l disc     , можно воспользоваться 

следующим упрощением: 

 2 2 2
1 2k k

k

    
      

   

  .         (4.154)  

В результате, в отличие от (4.153), для модели изолированного диска конечных размеров 

получаем такое представление для случайной функции  f 
  ; 

     

   

2 2
0 0

2 4 2 4
0 0

, , ;

2 2
, .

N N
l l

l disc
k ll l

N N

k k disc
k k

f

N N

 

 

                
               

 

 

   

    
   

   
.     (4.155) 

Из сравнения (4.153) и (4.155) видно, что для модели линзы в виде изолированного диска 

флуктуации углов гравитационного преломления наблюдаются не только во “внутренней” 

области углов 0 disc    , а и во внешней  disc   . Величина флуктуаций по мере удаления 

угла наблюдения от границы диска быстро убывает до нуля. 

После проделанных упрощений уравнение линзы для всех углов наблюдения 

принимает вид 

   

 

2

2
2

2

1 , 0 ;

1 , ;

g disc

s disc
g disc

f

f

         
   

         

 


         (4.156) 
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где функция  f 
   определяется согласно (4.155). С помощью (4.156) несложно рассчитать 

средние характеристики рассматриваемой модели линзы. В частности, в работе [16] было 

показано, что влияние кольцевого изображения на статистику углов рассеяния приводит к 

появлению дополнительной добавки 2
  к уже рассмотренной ранее величине 2

g . Несмотря 

на то, что дисперсия углов рассеяния во внешней области диска быстро убывает по мере 

роста углов наблюдения   42
disc  �  [16], эти флуктуации также должны приниматься во 

внимание. 

Суммируя вышеизложенное, можно сказать следующее. При анализе 

статистических характеристик эффекта фокусировки, создаваемого компактным 

скоплением микролинз, необходимо учитывать, что случайные флуктуации яркости и 

блеска будут наблюдаться не только для “внутренних”, видимых через заселенные 

звездами области скопления, а и для “внешних” изображений источника. Однако 

дисперсия флуктуаций для внешних изображений быстро убывает по мере их удаления 

от границы скопления. 
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5. Численный анализ эффекта микролинзирования 
 

Основной задачей, которая ставилась в процессе численного моделирования, было 

отработка алгоритмов анализа, получение ответов на поставленные в предыдущих разделах 

вопросы и подтверждение сделанных ранее выводов. В качестве основных отметим такие, 

как подтверждение общего свойства линзы для энергетических величин; проверка введенных 

понятий эффективной апертуры линзы и оценочных формул по учету необходимого 

количества микролинз; построение средних энергетических характеристик (среднего 

коэффициента усиления, а также стандартов отклонения коэффициента усиления и индекса 

мерцания) с учетом взаимодействия макро – и микролинз  

 

5.1. Основные уравнения численного анализа 

 Для практического использования полученных ранее результатов вначале обобщим и 

преобразуем формулы, приспособив их к условиям численного моделирования. 

Предположим снова, что исследуется эффект гравитационной фокусировки в поле тяготения 

скопления, состоящего в общем случае из диффузного вещества и компактных звезд. Для 

упрощения процесса получения численных оценок будем считать, что гравитационной 

фокусировке подвергается излучение небольшого по размерам источника с гауссовым 

распределением яркости (2.49). Кроме того, предположим, что все микролинзы имеют 

приблизительно одинаковые массы  1 2 ... NM M M M    , а их положения некоррелируют 

друг с другом. Основу численного анализа будут составлять выражения (4.123-125) с 

функцией распределения флуктуаций углов гравитационного отклонения лучей в виде 

(4.126).  

Вначале конкретизируем зависимости, необходимые для дальнейшего анализа 

характеристик модели от различных параметров задачи. В рассматриваемом представлении 

звездная составляющая поверхностной плотности массы 2
st êã ì      и угол гравитационного 

отклонения лучей g


 в линейных переменных r
  определяется согласно (3.1) и (3.2). Для 

получения средних величин нам необходимо задать N - мерную функцию распределения 

 1,...N NW r r
   положений микролинз  1, 2,....lr l N

  в скоплении. Напомним, что, как было 

показано в Разделе 3.1, в рассматриваемых предположениях функция  1,...N NW r r
   распадается 

на произведение одномерных  1 lW r
 , которые, в свою очередь, удовлетворяют условию 

нормировки: 
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   

 

1 1

1

,... ,

1 .

N

N N l

l l

W r r W r

W r dr




   



  

 
         (5.1) 

Согласно определениям (3.1) и (5.1) средние значения “линейной” поверхностной плотности 

микролинз 2
r ì         и поверхностной плотности массы 2

st êã ì        определяются 

так: 

       

        .,.......

,,.......

111

111

rWNrrWrrdrdr

rWNMrrWrrdrdr

NNrNr

NNstNst





 

 





















      (5.2) 

Полная масса звездной составляющей - stM  выражается через массу отдельной микролинзы -

M  и общее их количество в скоплении - N  как stM NM  . 

Предположим теперь, что средняя поверхностная плотность массы  st r  
  в какой-

то точке достигает своего максимального значения maxst   . С учетом этого на основе 

соотношения 

     1 1 1
max max

st

st st

M NM
w r W r W r 

     
          (5.3) 

введем в рассмотрение новую безразмерную функцию распределения  1w r
 , которая, в свою 

очередь, удовлетворяет соответствующему условию нормировки 

 1
max

eff
st

NM
w r d r S





 
  

  .         (5.4) 

Величину effS , имеющую размерность площади  2
effS ì    , можно трактовать как некоторую 

эффективную площадь звездной составляющей, в пределах которой средняя поверхностная 

плотность массы постоянна и совпадает с максимальной  maxst st       . Действительно, 

согласно (5.4) имеем maxst st effM NM S       . 

На основе исходных соотношений перейдем теперь к анализу распределений яркости 

и блеска наблюдаемых изображений. В Разделе 4.5 было показано, что для гауссова 

источника текущие значения яркости pJ  и блеска pI  наблюдаемых изображений 

описываются выражениями (4.123-125), а средние характеристики линзы pJ   и pI   

приближенно можно получить с помощью построенной локальной функции распределения 

 N gW 


 (4.126). Предварительный анализ показывает, что усредненные характеристики (см. 

(4.128-129)) в основном зависят от конечного числа детерминированных величин и функций. 

Среди них в первую очередь отметим такие, как регулярная функция распределения 
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макролинзы  F


, параметры источника  0 , s 


, а также эффективный угол гравитационного 

рассеяния  sc , который, в свою очередь, зависит от параметров микролинз  , , gN   . 

Рассмотрим подробней некоторые из перечисленных зависимостей. 

Из приведенного в Разделе 4.5 представления (4.130) следует, что для определения 

эффективного угла рассеяния  sc 
  в небольшой окрестности выбранного угла 

  нам 

необходимо прежде всего найти локальные значения средней угловой плотности микролинз 

  
  и величину параметра gB . Выразим данные величины через характерные параметры 

скопления и преобразуем исходное выражение (4.130) к удобному для счета виду.  

В плоскости апертуры линзы выберем произвольную точку отсчета r
  и вычислим 

среднее количество микролинз  N r
 , находящихся в пределах площадки S , содержащей 

точку r
 : 

     max
1

st
r

S S

N r r d r w r dr
M 

  
         

     .       (5.5) 

Если размеры площадки S  достаточно малы, то интеграл можно оценить по теореме о 

среднем. В результате получаем 

   max
1

stN r w r S
M

  
  

  .         (5.6) 

С помощью (5.6) локальное значение средней “линейной” поверхностной плотности 

микролинз можно оценить как  

     max
1

st
r

N r
r w r

S M

  
  




  .        (5.7) 

Учитывая, что в малоугловом приближении “линейная” -  r r
  и “угловая” -   

  

плотности микролинз связаны простым соотношением    2
d r dD r D     

  , получаем 

   max2
1

st
d dD w r D

M

  
    

  .        (5.8) 

Введем теперь в рассмотрение критическую поверхностную плотность массы 2 4cr c GD    , 

перепишем (5.8) в виде 

     
2 2

max max
1 124

st std
d

cr g

c D
w r D w

GMD

   
        

 
  


.      (5.9) 

Здесь max maxst st cr       - максимальное значение оптической толщины звездной 

составляющей линзы, а    1 1 dw w r D   
  .  

Еще одним параметром, необходимым для получения количественной оценки sc , 

является величина gB , которая согласно (3.164-165) определяется из решения 

трансцендентного уравнения:  
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 ln 2,33 lng gN B B  .          (5.10) 

С учетом выполненных преобразований средний квадрат угла рассеяния (4.130) в 

небольшой окрестности произвольного угла наблюдения 
  может быть выражен через 

параметры распределения звездной части скопления так: 

     2 4 2
max 10,5

2sc g g g g stB B w


         
   .      (5.11) 

К сожалению, в полученном представлении остался еще невыясненным вопрос о том, а какое 

именно количество микролинз N  нам необходимо выбрать для определения величины gB  и 

соответственно угла рассеяния sc ? Для получения ответа снова воспользуемся результатами 

статистического анализа, проведенного в предыдущих разделах.  

Среди формируемых линзой-скоплением макроизображений выберем одно, например, 

j -е. В Разделе 4.5 было показано (см. (4.152)), что среднее количество микролинз jN , 

которое необходимо брать в рассмотрение, при определении среднеквадратичного угла 

рассеяния sc  можно приближенно оценить из соотношения    j
j j ÝÀÌN A     


, где  j

ÝÀÌ - 

телесный угол (ЭАМ) j - го изображения макролинзы. В свою очередь, “площадь” ЭАМ - 

 j
ÝÀÌ  может быть оценена по эффективному размеру источника 2 2

0 0 sc     и среднему 

коэффициенту усиления блеска макроизображения - jq  :   2
02j

ÝÀÌ jq     , который, в 

свою очередь, зависит от эффективного углового размера источника 

 0 0: ,j j jq q       


  . В результате в общем случае мы приходим к необходимости 

решения достаточно сложного трансцендентного уравнения вида 

       
       

2
0 0

2 2
max 1 0 max 1 0

2 ,

, , 2 .

j
j j ÝÀÌ j j j

st j j j j st j g j g

N A A q

A w q N w B N

               

                 

  
 

      (5.12) 

В некоторых случаях рассматриваемая задача упрощается. Например, если 

анализируется изолированное изображение, расположенное вдали от критической области 

макролинзы, то средний коэффициент усиления jq   практически не зависит от углового 

размера источника (в том числе и эффективного), а определяется лишь локальными 

значениями оптической толщины   и сдвигом   макролинзы в рассматриваемой точке 

j  
 , то есть так же, как и для “точечного” источника излучения     0 ,j j j jq q    

 
 . В 

этом случае получаем 

        2 2
max 1 max 1 02j st j j j st j g j gN A q w w B N               

  
.    (5.13) 
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Дальнейшее упрощение исходного уравнения можно провести в случае, когда 

фокусируется источник с достаточно малым угловым размером. При 0 0   (5.13) 

принимает самый простой вид 

     2 2
max 1j st j j j g jN A q w B N       

 
.       (5.14)  

В качестве конкретного примера, упрощающего численный анализ, рассмотрим 

шаровое скопление, состоящее только из случайно распределенных звезд, т.е. предположим, 

что диффузной составляющей можно пренебречь. Будем также считать, что массы 

микролинз-звезд примерно одинаковы, их положения не коррелируют между собой и 

описываются модельным представлением Кинга. Для рассматриваемой модели согласно 

(4.38) имеем 

 
 

     

2
2

max 0 0

2
2

max 0 0

2 2

1 1 2 2 2 2

1 1 1 ,

1 1 1 ,

1 1 1
, 1 .

1 1 1

st

st

R

c

w w h



        

      

   
            

        



    (5.15) 

Дальнейший анализ удобней проводить в нормированных на радиус скопления 

переменных Rr R      (см. Раздел 4.2), в которых введенная выше функция  

распределения  1w 
  принимает вид 

   
22

1 2 2 2 2

1 1 1
, 1 1

1 1 1
w h

   
         
         

.    (5.16) 

На рис.5.1 показаны распределения функции  1 ,w    при различных значений  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 51. 

Зависимость нормированной функции распределения  1 ,w    от величины параметра  . 
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Видно, что с ростом величины параметра  , основная часть микролинз в скоплении все 

более и более группируются вблизи его центра. Условие нормировки для нормированной 

функции  1w   согласно (5.4) преобразуется к виду 

 1 2 2
max

, d  eff

st

SNM
w

R R





    
  


.        (5.17) 

Для скоплений с 1   можно пользоваться приближенным представлением 1w : 

   1 2 2

1
, 1 .

1
w h    

 
         (5.18) 

Запишем теперь формулы, описывающие в нормированных переменных основные 

энергетические характеристики линзы. С учетом ранее найденной формулы (2.73) видимую 

через шаровое скопление яркость  pJ 


 изображения можно записать в виде свертки: 

       ,p s s s sJ d J F F




           
      

,       (5.19) 

где  s sJ 


 невозмущенное распределение яркости по поверхности источника, а 

   ,sF F       
   

 - аппаратная функция линзы. Принимаемая в точке наблюдения 

интегральная по углам яркость изображения (блеск) легко определяется как 

 p pI d J




  
 

.          (5.20) 

Здесь аналогично Разделу 4.5 введены следующие обозначения для регулярной  , sF  
 

 и 

случайной  F 


 составляющих уравнения линзы: 

   

   
 

0

2
0 2

1

, , ,

, ,

s s

N
i

g
i

i

F

F


           

  
         

  


    

 
 

 
        (5.21) 

а функция  ,    определяется согласно (4.51).  

При рассмотрении гауссова источника (4.72) формула (5.19) упрощается и принимает 

вид 

      2

2 2
0 0

1
, exp ,

2 2
s

p s s

I
J F F

                

    
,      (5.22) 

где    , ,s s sF F      
    

. С помощью (5.22) несложно записать как динамическое, так и 

статистическое значения коэффициента усиления линзы: 

        2
1

0 2 2
0 0

1 1
, , exp ,

2 2s s p s sq I J d d F F
 



 

                     
 

       
,   (5.23) 
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      2

0 2 2
0 0

1 1
, exp ,

2 2
s sq d F F





                     


    
.     (5.24) 

Приведенные выше формулы допускают рассмотрение как точечного источника 

излучения  0 0  , так и переход к свободному пространству, когда гравитационная 

фокусировка отсутствует. Например, согласно предельному представлению дельта функции 

(2.72), формула (5.22) при 0 0   преобразуется к виду      
0 0

, ,p s s sJ I F F
 

          
    

. С 

другой стороны, положив 0 0, 0g    , получаем невозмущенное полем тяготения 

распределение яркости источника (4.72) и соответствующую величину коэффициента 

усиления  0, 1sq   


. 

Параметр g g R    , характеризующий относительный размер кольца Эйнштейна – 

Хвольсона для отдельной микролинзы, несложно выразить через усредненные параметры 

всего скопления в целом: 

   2
02 0

2 2 2

,1 ,1g
g

crR N N

     
   

  
.        (5.25) 

При численном моделировании будет исследоваться наиболее интересный случай, когда 

размер кольца Эйнштейна – Хвольсона намного меньше радиуса ядра скопления. В 

безразмерных единицах этому условию соответствует неравенство 1g c g      . Для 

больших значений  1    согласно определению (4.51) можно приближенно считать, что 

 ,1 2 ln    . В результате мы получаем условие, при выполнении которого и будем 

проводить дальнейший анализ: 

 2 2 1 1
0 0,1 2 ln 1g N N           .        (5.26) 

Подводя итог проделанным преобразованиям, можно сказать следующее. Для 

описания эффекта фокусировки излучения гауссова источника шаровым скоплением в 

модельном приближении Кинга нам достаточно задать всего пять числовых 

параметров, из которых два (количество микролинз в скоплении - N , отношение 

внешнего радиуса к “внутреннему” - c R cR r     ) описывают модель ГЛ, два 

(относительный угловой размер 0 0 R     и относительное смещение s s R     от 

оси линзы) – источник излучения, и еще один параметр 0 0 cr      характеризует 

относительное “удаление”  источника и наблюдателя от ГЛ. Даное обстоятельство 

значительно облегчает процесс численного анализа различных характеристик линзы.  

В последующих разделах будут представлены примеры численного моделирования, 

основной целью которого было подтверждение правильности проведенного в предыдущих 

разделах теоретического анализа и соответствующих выводов. Прежде всего нам хотелось 
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сравнить результаты, полученные двумя способами усреднения коэффициента усиления. В 

первом случае коэффициент усиления линзы вычисляется только по среднему углу 

гравитационного отклонения луча, т.е. когда в (5.23) мы должны положить   0F  


: 

    2 2
0 020

0

1
, exp , 2

2s s
F

q d F


 


       
 

  
.      (5.27) 

Физический смысл величины  0
0

,s
F

q
 

  


 можно трактовать как коэффициент усиления 

линзы, создаваемой только средним углом отклонения. Данное определение в литературе 

часто называется приближением макролинзы.  

Второй способ усреднения заключается в непосредственном вычислении среднего 

коэффициента усиления по формуле (5.24), т.е. путем усреднения по ансамблю реализаций 

кривых усиления. При этом использовалась следующая схема вычислений. 

Алгоритм численного анализа. В качестве гравитационной линзы рассматривалась 

модель шарового скопления, состоящего из 410N   микролинз-звезд одинаковой массы. При 

этом предполагалось, что положения микролинз в скоплении не коррелируют между собой и 

распределены в рамках модельного приближения Кинга со значением параметра 20  . 

Вначале, на основе генератора случайных чисел была разработана специальная процедура, 

позволяющая создавать массивы из N  микролинз, случайные положения которых 

соответствовали плотности вероятности (5.16). В качестве примера, на рис. 5.2 представлена 

одна из возможных реализаций положений микролинз.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 5.2 

Распределение 410N   микролинз-звед в шаровом скоплении Кинга с 20  . 
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Затем для выбранной величины оптической толщины линзы 0  методом рей-

трейсинга вычислялось соответствующее поле микрокаустик в плоскости положений 

источника. На промежуточном этапе анализа аналогично (5.19) численно вычислялась 

свертка сгенерированного поля микрокаустик с заданным модельным распределением 

яркости по поверхности источника. Путем операции свертки определялось частично 

усредненное протяженностью источника поле микрокаустик. На следующем этапе задачи 

сглаженное микрокаустическое поле трассировалось вдоль радиусов, отстоящих друг от 

друга в зависимости от цели анализа на различные азимутальные углы. В процессе 

трассировки определялась одна из возможных сглаженных протяженностью источника 

реализаций коэффициента усиления линзы (в зависимости от величин размера источника 0  

и его смещения от оси линзы s ). Процедура подобных вычислений повторялась для новой 

реализации положений микролинз и т.д. После получения достаточного количества частично 

усредненных реализаций на последнем этапе по стандартной процедуре проводилось 

окончательное усреднение кривых по ансамблю реализаций.  

С помощью представленного алгоритма для каждого конкретного набора параметров 

задачи численно определялись такие статистические моменты, как среднее значение 

коэффициента усиления  0,sq    , дисперсия флуктуаций усиления 

      22
0 0 0, , ,q s s sq q                и индекс мерцания  2 2 2

0,m s q q       . Величина 

 0 0
,s F

q
 

    вычислялась непосредственно с помощью интегрального представления (5.27). 

Некоторые примеры проведенного анализа и полученные результаты будут представлены 

ниже, в последующих разделах. 

 

5.2. Определение характеристик линзы при докритическом значении 
оптической толщины 

В данном разделе исследуем характеристики линзы при докритическом значении 

оптической толщины линзы, когда 0 1  . В качестве конкретного примера рассматривалось 

значение 0 0.6   и выбирался угловой размер источника 3
0 10  . Из общего анализа, 

проведенного в Разделе 4.2, следовало, что в области значений 0 1   у макролинзы никаких 

фокальных образований не возникает, и всегда наблюдается одно единственное 

макроизображение. Кроме того, для источника с небольшими размерами наблюдаемое 

изолированное макроизображение также мало. Как следствие, коэффициенты усиления, 

полученные путем усреднения по ансамблю реализаций кривых усиления  0 , sq   


 и по 

среднему углу отклонения  0
0

, s
F

q
 

  


, не должны практически отличаться друг от друга. 
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Кроме того, величина 
0F

q
 
  такая же, как и при рассмотрении “точечного” источника. 

Данное утверждение теории полностью подтвердилось результатами численного анализа, 

представленного ниже.  

На рис. 5.3  слева показана одна из возможных реализаций не усредненной по 

поверхности источника “сетки” микрокаустик, а справа - видимое через шаровое скопление 

изображение центрального источника  0s  , который представлялся в виде однородного 

диска с угловым радиусом 3
0 10  .  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 5.3 

Одна из реализаций поля микрокаустик (слева) и наблюдаемого изображения источника (справа),  

полученные для модельного представления  линзы с 4
010 , 20, 0.6N      . Источник моделировался  

в виде однородного диска с радиусом 3
0 10  . 

 
В дальнейшем, в соответствии с описанным выше алгоритмом моделирования, для 

выбранных значений параметров задачи численно находились значения среднего 

коэффициента усиления  0 , sq   


, а также стандартов отклонения коэффициента усиления 

- 2
q q    и индекса мерцания - 2

m m   . Величина  0
0

, s
F

q
 

  


 определялась 

непосредственно, путем вычисления интеграла (5.27). Результаты счета представлены на рис. 

5.4. Из приведенных зависимостей видно, что значения коэффициентов усиления  0 , sq   


 

и  0
0

, s
F

q
 

  


 для источника с угловым размером 3

0 10   и относительном удалении 0 0.6   

мало отличаются друг от друга во всей области смещений источника s . Стандарты 

отклонений коэффициента усиления q  и индекса мерцаний m  возрастают по мере 

приближения источника к центру скопления. Однако в непосредственной близости от центра 
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скопления наблюдается некоторый завал в поведении кривых. Если уменьшение m  при 

0s   можно еще объяснить более быстрым, чем q , ростом величины среднего усиления 

q  , то уменьшение q  требует отдельного анализа. Заметим, что наблюдающиеся на рис. 

5.4 и далее по тексту флуктуации “средних” величин связаны с недостаточно большим 

количеством реализаций в набранном ансамбле. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 5.4. 
 

Распределения коэффициентов усиления  0 , sq   


 и  0
0

, s
F

q
 

  


 (слева), а также стандартов отклонений 

коэффициента усиления q  и индекса мерцания m  (справа). 

 

В данном разделе рассмотрим еще и вопрос об определении необходимого к учету 

количества микролинз N . Для оценки величины N  при заданных значениях параметров 

задачи можно воспользоваться формулой (5.13), которую для удобства вычислений 

перепишем в нормированных единицах R     так: 

          22

0 1 0 1 02 0g gN A w q B N A q w                  .     (5.28) 

Зависимость  gB N  в данной формуле по-прежнему определяется из решения 

трансцендентного уравнения (5.10), которое запишем в виде 

410 0.43 1gB
gN e B     .         (5.29) 

Согласно данному выражению, “прямая” функция  gN N B    монотонно возрастающая. 

Отсюда следует, что “обратная” ей функция  g gB B N   тоже монотонная и однозначная. Её 

вид несложно получить с помощью численного анализа, результаты которого представлены 

на рис. 5.5.  
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Рис. 5.5 
График зависимости  g gB B N    

 

Для дальнейших вычислений по формуле (5.28) нам необходимо определить еще 

значения нормированной функции  1 ,w    и поля усиления  q  . Как уже отмечалось выше, 

в области рассматриваемых значений параметров задачи поле усиления  q   может быть 

вычислено по формуле (4.53), то есть так же, как и для “точечного” источника. На рис. 5.6. 

приведены соответствующие распределения данных функций, вычисленные для выбранных 

значений параметров 0 0.6   и 20  .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 5.6 
Распределение нормированной функции  1 ,w    и поля усиления  q  . 

 

После получения всей необходимой предварительной информации приступим к 

непосредственному определению величины N . Для каждого значения прицельного 

параметра   и выбранного углового размера источника излучения  0 0g g     , 

задаваемом в единицах углового радиуса кольца Эйнштейна-Хвольсона, численно 

находились корни  N N     уравнения (5.28). Результаты таких вычислений для значения 

“параметра точности” 1A   приведены на рис. 5.7.  
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Рис. 5.7 
Количество микролинз N , необходимое к учету при статистическом анализе, в зависимости от положения   

изображения в плоскости апертуры линзы и углового размера источника 0 . Размеры источника приведены в 

единицах углового радиуса кольца Эйнштейна-Ххвольсона g  отдельной микролинзы 

 

Анализ приведенных на рис. 5.7 зависимостей позволил сделать следующие выводы.  

1. Вблизи центра скопления зависимость  N   имеет максимум   max 0N N   , после 

чего, с ростом  , наблюдается резкий спад. 

2. Максимальное количество учитываемых микролинз maxN  в рассматриваемом 

диапазоне размеров источников  00 10g     для всех положений изображений в плоскости 

линзы  0 1    значительно меньше их общего числа в скоплении  4
max 10N N   . 

3. Величина maxN  возрастает с увеличением углового размера источника 0  

пропорционально его площади ( 2
max 0N � ). 

Отмеченная выше зависимость величины N  от положения изображения    и 

углового размера источника  0  допускает простое физическое объяснение. С одной 

стороны, согласно рис. 5.3 для значения оптической толщины линзы 0 0.6   наибольшая 
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плотность микрокаустик и видимое изображение источника наблюдаются вблизи центра 

скопления. Согласно результатам анализа, проведенного в Разделе 4.2, в пределах 

небольшой области вблизи центра скопления связь между координатами левого и правого 

рисунков может быть приближенно найдена из соотношения  01 0.4s        . При грубой 

оценке величины N  мы можем приближенно исходить из того, что каждой микрокаустике 

соответствует своя микролинза, а формируемые микролинзами микроизображения 

расположены вблизи них. Из вышесказанного следует, что максимальное количество 

учитываемых микролинз N  будет достигаться при тех положениях изображения в 

плоскости линзы   , при которых соответствующая пространственная плотность 

микрокаустик в плоскости положений источнка ( s ) максимальна. Данному условию 

удовлетворяют значения 0  .  

Наблюдаемая зависимость N  от размера источника 0 0 R     также легко 

объясняется следующим. Для источников, имеющих угловой радиус 0 , намного 

превосходящий величину характерного угла гравитационного рассеяния лучей sc , согласно 

(5.13) имеем 2
0N � .  

Рассмотрение вопроса определения величины N  в разделе с докритическим 

значением 0  связано, прежде всего, с относительной простой изложения алгоритма 

вычислений. Следуя описанной выше схеме, не составляет труда произвести аналогичные 

оценки величины N  и в более сложных случаях, когда изображения источника 

проецируются и вблизи критических областей линзы. Поэтому в следующем разделе 

основное внимание будет сосредоточено на вычислениях средних энергетических 

характеристик линзы. 

 

5.3. Анализ характеристик линзы при критическом  
и закритическом значениях оптической толщины  

В данном разделе рассмотрим более интересный случай определения характеристик 

линзы при критическом  0 1   и закритическом  0 1   значениях оптической толщины 

линзы. Как показал анализ, проведенный в Разделе 4.2, у макролинзы, образованной 

усредненным по большим межзвездным расстояниям суммарным полем тяготения всех звезд 

в скоплении, имеются такие фокальные образования, как фокальная полуось и каустическая 

поверхность (см. рис. 4.8). Обе структуры берут свое начало в точке каспа (клюва), 

расположенного на оси линзы на удалении FD D   (или 0 1  ). Наличие у макролинзы 

фокальных областей приводит к тому, что каустическая картина в плоскости положений 

источника будет иметь достаточно сложный вид. С похожей ситуацией мы уже столкнулись 
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при анализе каустической структуры ГЛС “Крест Эйнштейна”. Проделанный в Раздел 4.1 

теоретический анализ и численное моделирование показали, что взаимодействие макро- и 

микро- линз приводит к тому, что вблизи макрокаустики начинают проявляться такие 

эффекты, как увеличение характерных размеров микрокаустик, появление сложных 

микрокаустических структур и возрастание пространственной плотности микрокаустик. В 

конечном счете взаимодействие макро- и микро- линз приводило к уменьшению 

характерных размеров “ячейки” каустической “сетки” (см. рис. 4.6). Аналогичная картина 

наблюдается и для шарового скопления при 0 1  . Отличия в рассматриваемых ранее и ныне 

модельных представлениях заключается лишь в том, что шаровое скопление звезд в среднем 

обладает сферической симметрией, а её фокальные образования обладают аксиальной 

симметрией относительно оси линзы. Ниже последовательно рассмотрим случаи 

критического  0 1   и закритического  0 1   значений оптической толщины линзы.  

Для значения 0 1    FD D   фокальная особенность макролинзы в плоскости 

положений источника представляет собой точку, проецирующуюся прямо в центр скопления 

 0s  . Данное обстоятельство приводит к тому, что достаточно большое количество 

микрокаустик группируется вблизи центра скопления, что подтверждается приведенной на 

рис. 5.8 каустической структурой (слева). На этом же рисунке справа приведено и видимое 

сквозь скопление изображение протяженного центрального источника  0s  , имеющего 

угловой размер 3
0 10  .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 5.8 

Одна из реализаций поля микрокаустик (слева) и наблюдаемого изображения источника (справа),  
полученные для критического значения оптической толщины линзы 0 1.0  . Источник моделировался в виде 

однородного диска с радиусом 3
0 10   
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Видно, что в районе центра скопления плотность микрокаустик достаточно высокая, и для 

изучения её тонкой структуры необходимо более высокое пространственное разрешение. 

Наблюдаемое изображение источника в плоскости линзы также группируется вблизи центра. 

Под действием микролинз скопления изображение приобретает довольно сложный 

случайный характер.  

Согласно приведенному в разделе 5.1 алгоритму, для значения 0 1   численно 

определялись усредненные значения коэффициента усиления и соответствующие стандарты 

отклонений. Результаты расчетов приведены на рис. 5.9. На левом рисунке приведены 

сравнительные кривые коэффициентов усиления, вычисленные двумя различными 

способами:  0 , sq   


 и  0
0

, s
F

q
 

  


. Видно, что, как и предсказывалось теорией, в 

окрестности центра скопления  0s   в поведении кривых наблюдаются отличия. С одной 

стороны, максимальное значение коэффициента усиления  0 , 0sq    


 меньше 

соответствующей величины  0
0

, 0s
F

q
 

   


. С другой, для характерных ширин кривых 

наблюдается обратная зависимость. Вблизи нуля кривая  0 , sq   


 шире, чем  0
0

, s
F

q
 

  


. 

Вдали же от точки максимума кривые практически совпадают, что и следует из теории.  

Справа на рис. 5.9 приведены зависимости стандартов отклонений коэффициента 

усиления q  и индекса мерцания m . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 5.9 

Кривые зависимостей коэффициентов усиления  0 , sq   


 и  0
0

, s
F

q
 

  


, а также стандартов отклонения 

q  и m  для значений параметров 0 1   и 3
0 10  . 

 

Видно, что величины q  и m  по мере приближения к центру скопления возрастают. 

Однако в непосредственной близости от центра значения q  и m  резко уменьшаются. Если 

уменьшение m  еще можно объяснить большим значением среднего коэффициента усиления 
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линзы q  , то падение стандарта усиления q  требует дополнительного исследования, о 

котором уже говорилось выше. 

Еще более сложная картина возникает при закритическом значении оптической 

толщины линзы, когда 0 1  . В этом случае необходимо учитывать, что, кроме фокальной 

полуоси, макролинза формирует еще и каустику, имеющую вид расходящегося конуса 

вращения (см. рис. 4.8). Это означает, что каустическая “сетка” в плоскости положений 

источников будет иметь уже две области повышенной пространственной плотности. Одна из 

них, как и ранее, сосредоточена вблизи центра скопления  0s  , а вторая - в окрестности 

кольца радиуса cs , которое соответствует каустике макролинзы. В свою очередь, видимое в 

плоскости линзы изображение центрального источника  0s   также будет группироваться 

в окрестности двух областей. Одна из них соответствует центральному изображению  0  , 

а вторая - кольцевому, расположенному вблизи кольца Эйнштейна-Хвольсона 1cr   . В 

качестве конкретного примера на рис. 5.10 и 5.11 представлены результаты численного 

моделирования для значений параметров 20   и 0 5  . Так же, как и ранее, источник 

рассматривался в виде однородного диска с угловым радиусом 3
0 10  .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 5.10 

Одна из возможных реализаций поля микрокаустик в плоскости положений источников (слева) и наблюдаемого 
в плоскости линзы изображения источника (справа). Результаты получены для модели линзы  с 0 5.0  . 

Сплошными линиями показаны критические окружности макролинзы с радиусами 0.121s cs     (слева) и 

1 0.167cr     (справа) 

 

Предварительный анализ показывает, что для выбранных величин   и 0  функция 

    (4.150) имеет такие значения критических радиусов в плоскости положений 

изображений: 1 0.167cr   и 2 0.057cr   (см. Раздел 4.2). Соответствующие им радиусы 
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каустических образований в плоскости положений источников определяются как 

 1 0cs cr      и  2 0.121cs cr     . На рис. 5.10 показаны структуры поля микрокаустик 

(слева) и наблюдаемого изображения (справа) центрального источника  0s  , построенные 

для значения оптической толщины линзы 0 5  . Видно, что наибольшая плотность 

микрокаустик в плоскости положений источника наблюдается в окрестности центра 

скопления и вблизи кольца радиуса 0.121cs  . Наблюдаемое же сквозь скопление 

изображение, в свою очередь, также группируется в окрестности двух областей. Первой 

области соответствует слабое изображение источника, наблюдаемое вблизи центра 

скопления  0  . Второй же - “сильное” изображение, формируемое в окрестности кольца 

Эйнштейна-Хвольсона с центральным радиусом 1 0.167cr  .  

Перейдем теперь к анализу средних коэффициентов усиления и стандартов 

отклонения. На рис. 5.11 слева представлены сравнительные зависимости коэффициентов 

усиления q   и 
0F

q
 
 . Видно, что, как и следует из теоретического анализа, рассеяние 

излучения на неоднородностях полей тяготения микролинз приводит к тому, что вблизи 

фокальных областей макролинзы величина q   уменьшается по сравнению с 

соответствующим значением 
0F

q
 
 . С другой стороны, рассеяние приводит к уширению 

кривой для q   по сравнению с 
0F

q
 
 . На значительных удалениях от фокальных точек 

значения q   и 
0F

q
 
  практически не отличаются друг от друга. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 5.11 
 

Зависимости коэффициентов усиления  0 , sq   


,  0
0

, s
F

q
 

  


 и стандартов отклонения q , m  

 

 На рис. 5.11 справа приведены также зависимости стандартов отклонений 

коэффициента усиления q  и индекса мерцания m  от величины смещения источника s . 
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Видно, что стандарт усиления q  существенно возрастает при приближении источника к 

центру скопления. Однако в непосредственной близости от точки 0s   величина q  так же, 

как и в случаях с 0 0.6   и 0 1  , уменьшается. Еще одна область незначительного 

возрастания q  наблюдается вблизи каустики  s cs   . Стандарт индекса мерцания, в свою 

очередь, уменьшается вблизи областей 0s   и s cs   , что может быть объяснено 

возрастанием среднего усиления в окрестности фокальных областей макролинзы.  

В заключительной части данного раздела перечислим основные результаты 

проведенного численного анализа, кратко обсудим их, а затем сформулируем 

соответствующие выводы.  

1. Поведение кривых коэффициентов усиления, полученных двумя способами 

усреднения (по ансамблю реализаций кривых усиления q   и по среднему углу 

гравитационного отклонения лучей 
0F

q
 
 ) хорошо согласуется с выводами и результатами 

теории. Вблизи фокальных образований макролинзы максимальное значение q   всегда 

меньше, чем у 
0F

q
 
 , а характерные ширины областей повышенной концентрации излучения, 

наоборот, у q   больше, чем у 
0F

q
 
 . 

2. В процессе моделирования было выявлено, что кривые стандартов отклонения 

коэффициента усиления  0 ,q s    и индекса мерцания  0 ,m s    становятся более гладкими 

с увеличением размера источника 0 , что также не противоречит теории статистического 

анализа. 

3. Модели источника в виде однородного квадрата и однородного диска при их 

одинаковой эффективной площади дают статистически идентичные результаты. Этот факт 

можно трактовать, как слабую зависимость статистических характеристик линзы от формы 

источника. Основное ограничение состоит лишь в том, что данный вывод справедлив для 

источников с небольшими угловыми размерами.  

4. Стандарт отклонения коэффициента усиления  q s   при докритическом  0 0.6  , 

критическом  0 1   и закритическом  0 1   значениях оптической толщины линзы 

уменьшается при проецировании источника излучения вблизи центра скопления  0s  . В 

окрестности каустики макролинзы для значений 0 5.0   величина q  слегка возрастает. 

5. В зависимости стандарта отклонения индекса мерцании  m s   от величины 

смещения источника излучения s  также отмечается “провал” при 0s  . Кроме того, в 

области больших оптических толщин  0 5.0   величина  m s   уменьшается еще и вблизи 

каустики макролинзы  s cs   .  
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Рассмотрим теперь вопрос о наблюдаемой особенности в поведении стандартов 

отклонения коэффициента усиления q  и индекса мерцания m  при малых значениях s . 

Если уменьшение стандарта отклонения индекса мерцания m q q      вблизи фокальных 

образований макролинзы можно еще объяснить большими значениями среднего 

коэффициента усиления q  , то “провал” в зависимости стандарта коэффициента усиления 

q  вблизи оси фокусировки (рис. 5.9, 5.12) потребовал проведения дополнительного анализа. 

С этой целью в небольшой области значений s , прилегающей к центру скопления, были 

детально исследованы двумерные значения рассматриваемых величин, полученные только 

по независимым реализациям каустических картинок. В процессе моделирования численно 

определялась лишь одна единственная реализация коэффициента усиления для каждой 

конкретной реализации поля микролинз. Путем многократного повторения процедуры 

“наброса” микролинз и определения по нему одной реализации коэффициента усиления 

набирался необходимый ансамбль, с помощью которого вычислялись средние 

характеристики. Необходимость перехода к данному алгоритму вычислений была связана со 

следующим. При наборе реализаций путем трассировки поля микрокаустик вдоль радиусов, 

отстоящих друг от друга на некоторый азимутальный угол, мы неизбежно приходим к тому, 

что вблизи центра скопления все реализации всегда будут скоррелированы. Это связано с 

тем, что в окрестности центра все сечения проходят через одну и ту же  неоднородность 

(микрокаустику). При наборе статистики новым способом мы старались избежать этого 

эффекта. На рис. 5.12 приведены найденные вторым способом моделирования кривые 

стандартов отклонения усиления и индекса мерцания. Результаты получены для нескольких 

значений оптической толщины линзы. Анализ представленной на рисунке серии кривых 1, 2 

и 3 позволяет нам проследить за изменениями, возникающими в поведении m  и q  при 

небольших отклонениях оптической толщины 0  от своего критического значения 0 1   и 

сделать некоторые выводы. 

1. Наблюдаемое уширение центральных областей характеристик с ростом 0  

обусловлено прежде всего тем, что гравитационно-линзовый эффект проявляется сильнее в 

пределах области, ограниченной конусом макрокаустики с вершиной в точке каспа (см. рис. 

4.8). С ростом 0  (перемещение источника внутрь макрокаустического конуса) 

распределение поля микрокаустик в плоскости положений источников становится более 

сложным, что приводит к появлению дополнительных деталей в распределениях стандартов 

отклонений индекса мерцания и коэффициента усиления вблизи центра скопления. 

2. Дополнительные исследования также показали, что “провал” в зависимости  q s  в 

окрестности центральной области с увеличением числа независимых реализаций становится 
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менее выраженным, но, тем не менее, проявляется отчетливо. Это указывает на вполне 

физическую природу провала в значениях  q s  , связанную со скрытыми особенностями 

микро- и макро- фокусировки лучей звездным скоплением. 

 

 
Рис. 5.12 

Распределения стандартов отклонения индекса мерцания m  (слева) и коэффициента усиления q  (справа) в 

окрестности центра скопления. Источник рассматривался в виде однородного диска с диаметром 0 0.0011  . 

Кривые построены для относительных удалений 0  1.13 (1); 1.70 (2); 2.27 (3).  

 

Как нам представляется, возможны несколько вариантов объяснения обнаруженной 

особенности в поведении стандарта отклонения  q s   при 0s  . Ниже укажем на два из 

них. 

Первое из объяснений состоит в следующем. Из представленных на рис. 5.3, 5.8 и 5.10 

структур микрокаустик видно, что пространственная плотность микрокаустик в окрестности 

центра скопления достаточно большая. Уплотнение каустической “сетки” неизбежно 

приводит к тому, что характерные размеры отдельной “ячейки” уменьшаются по мере 

приближения к центру скопления. С другой стороны, из теории ГЛ известно, что величина 

флуктуаций коэффициента усиления линзы, возникающих в процессе трассировки 

источником поля микрокаустик, зависит как от пространственной плотности микрокаустик, 

так и от соотношения между размерами источника и микрокаустики. С увеличением 

углового размера источника флуктуации уменьшаются и, наоборот, для маленького 

источника флуктуации возрастают. В алгоритме набора отдельных реализаций 

коэффициента усиления методом трассировки каустической ”сетки” вдоль радиусов, 

исходящих из центра скопления, у нас наблюдается следующая ситуация. По мере движения 

источника к центру скопления увеличиваются как пространственная плотность 

микрокаустик, так и величина отношения между размерами источника и характерной  
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“ячейки” каустической сетки. Это приводит к тому, что вдали от центра соотношение между 

размерами источника и “ячейки” меньше, а флуктуации на одной микрокаустике - больше. 

Ближе к центру скопления, наоборот, источник фактически становится “большим” (по 

сравнению с “ячейкой” микрокаустики), и флуктуации должны уменьшаться. Проверку 

данного предположения можно осуществить путем численного моделирования, используя 

источник все меньшего размера. Если окажется, что с уменьшением 0  ширина завала в 

распределении  q s   вблизи центра скопления уменьшается, то данное рассуждение 

правильное. 

Второе объяснение “провала” в распределении величины стандарта отклонения 

коэффициента усиления q  при малых значениях s  состоит в следующем. В каждой 

отдельной реализации поля микролинз (см., например, рис. 5.2) положение центра масс 

скопления слегка флуктуирует относительно его геометрического центра  0s  , с которым 

совмещено начало отсчета. Максимум коэффициента усиления всего скопления фактически 

будет наблюдаться вблизи центра масс, а не геометрического центра скопления. Ясно, что в 

результате флуктуации центра масс неизбежно будут возникать и ошибки в статистике 

модельного анализа, связанные с несовпадением центров масс и системы отсчета. Эти 

ошибки будут тем больше, чем круче зависимость коэффициента усиления от величины s , 

что и наблюдается при докритическом 0 0.6  , критическом 0 1   и закритическом 0 5.0   

значениях оптической толщины. Проведенный еще один дополнительный анализ данного 

эффекта также указывает на некоторое уменьшение  q s   вблизи геометрического центра 

скопления.  

В общем случае, как нам кажется, работают два указанных выше механизма 

уменьшения стандарта отклонеиия коэффициента усиления. Детальная проверка 

обнаруженного эффекта может составить предмет дальнейшего отдельного исследования. 
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Заключение 

 

Согласно современным представлениям только 4% всей материи во Вселенной  

находится в видимой (барионной) форме. Остальные 96% составляют ненаблюдаемые 

темная материя  23%  и темная энергия  %73 . В связи с существующей проблемой 

поиска скрытой массы, в настоящее время большие надежды возлагаются на 

использование эффекта гравитационной фокусировки. Это связано с тем, что темная 

материя хотя сама и не излучает, но обладает массой, которая, в свою очередь, создает 

вокруг себя поле тяготения. Присутствие близлежащих образований темного вещества 

может быть выявлено по деформациям видимих изображений далеких источников, 

которые возникают под дейстаием линзового эффекта полей тяготения невидимого 

вещества.  

В 1979 г. Уолшем, Карсвеллом и Вейманом была обнаружена первая 

гравитационная линза Q0957+561. Это событие сыграло чрезвычайно важную роль в 

астрофизике и особенно в космологии, так как впервые появилась реальная возможность 

осуществить тестирование существующих космологических теорий. На теоретическую 

возможность решения обратной задачи еще в середине 60-х годов прошлого столетия 

обратил внимание С. Рефсдал. Им было показано, что, используя данные наблюдений и 

измеряя временную задержку сигналов, приходящих в точку наблюдения от различных 

изображений источника, можно определить постоянную Хаббла и массу гравитирующего 

объекта. Практическая реализация идеи натолкнулась на ряд существенных трудностей. 

Они были связаны с тем, что ограниченные возможности наблюдений (в космологических 

масштабах мы имеем дело с данными, относящимися к “одной’ точке, “одному” 

направлению и “одному” моменту времени) не позволяют сформулировать обратную 

задачу в строгой постановке. По существу пока имеется единственная возможность, 

задаваясь теми ли иными моделями ГЛ и источников, вычислять параметры моделей на 

основе решения прямых задач. Успех в этом случае зависит во многом от интуиции и 

опыта автора.  

В процессе многолетних наблюдений выявленных к настоящему времени 

гравитационно линзированных систем были обнаружены случайные вариации кривых 

блеска изображений. Эти вариации связаны, прежде всего, со сложной пространственной 

структурой распределения массы и ее движением внутри гравитирующего объекта. 

Первыми, кто еще в 1979 г. обратил внимание на то, что даже отдельная звезда внутри 

линзирующей галактики может приводить к сильным флуктуациям блеска наблюдаемого 

источника, были К. Чанг и С. Рефсдал. Со временем влияние компактных образований, 
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всегда присутствующих внутри галактик - линз, получило название эффекта 

микролинзирования (ЭМЛ). После 1979 г. за четверть века опубликовано большое 

количество работ, в которых авторы исследовали различные аспекты статистики ЭМЛ и 

практические приложения этого эффекта. Повышенный интерес к ЭМЛ связан не только 

с попытками объяснения наблюдаемых кривых блеска ГЛС, но и с возможностью 

восстановления параметров гравитирующих объектов и источников излучения. По своей 

сути ЭМЛ есть не что иное, как известный в оптике и радиоастрономии эффект 

мерцаний.  

Основной целью авторов было использование наработок по исследованию 

эффекта мерцаний для решения задачи анализа эффекта ЭМЛ в теории гравитации. 

Благодаря всестороннему теоретическому исследованию ЭМЛ, у нас появилась 

возможность изучения распределения массы и её движения в галактиках-линзах, а также 

пространственную структуру источников-квазаров с угловым разрешением, пока не 

доступным с использованием других методов. 

Мы надеемся, что статистическая теория эффекта микролинзирования, которая 

составляет основное содержание данной книги, найдет свое применение не только для 

интерпретации данных наблюдений, но и при решении актуальной астрофизической 

задачи поиска скрытой массы Вселенной.  
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